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��� ���
�
� �
	 �� ������ ��� 	��
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��� ���

���. E��-

��, �

������ ��� 	�	���
�� 
�� ���
� ��������
��� ������

��
�
	 �� �
������
� ��� �	���	�
��� ����
��, �� 
�������
� �	
 
��-
�
!� ��� 	�	���
��� �����
��, �	
 ��� �����
� ���"������� �� 	�
�-
���
��� �	
 ��	�
��� ��������. #	 ��
���� ���	
� 
�
� 
��	���
�
�
�	
 
�
� ��	�
��� �	�	
��
�
�, ��� ����
�� ��� 	�������� ���� ���
-
��� �!���� ��� 	��
��
�
��� ���
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��	���
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� �	
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��� �!

�
�
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����	
�-
���	 ���	���	 ���
��	��� ��� ��	��	�
��� ��
��� �� �	���	�
��
���

	, �	�������	� ��	 ����� �	
������� ����
�
�, 	�� �
� �����-
��	

	��� ���	"���� �� �
� �
��
�
� ��� ��	�����, 	�� �	 �������-
�	����
�� ���	�	 ��� ��������� �� ���� ��
��
��

	���� �������,
�	
 	�� ���� �	��
	���� ������� �� ��� �����
�
	�� 	�!�
�. M��
-
��� 
��	���
�
� 	������� 
�
	����� 
��	
�	 ���� ��� �	
�������
��� ���
�������. $�

, �
 ��
��������
��� 
��	���
�
� ���
�������
����
���, ��	�	�	�"	������� �
���	
���Ø �
 �����
���, �
 ���	�
��
-
��� �	
 �
 ���

�
��� 
��	���
�
� ���
������� 	�!�
� �	
 ������
�Ø

�
 ��������
��� ������� �	 ���
����
��� �
� ���	�	������
�� 
�-
�	���
�
� �	��� �	
 �
� ���


������ 	�� �
� �����
���.
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�	 
�
����
���� ��� ����� ���	"���� �
	� ��
����	� �� �� ��	�
��
��� �	��
�	
�. H �������	 ��� 
��
�� 	���� ���	
 ��	� 	�� ���� 
��-
���� ��� �	������ "
"����. #	 !��
��
���� ��������	� �
� ���
�
�
����
��. 

Mεταβολές
%�	� ��	 
��	���
� �
����	
 	�� ��	 
����� ��� ��
����� ���� ��	 ��-
��, �
 
����
��� ��������	 ��� 
�����	������ ��� ���������� 	� 	�	
-
��
���� �
� 
�����	������ ��� 
������ ������
�� 	�� �
� 
�����	�-
����� ��� 
������ ����	�

���. O
 ���	"���� ������ �	 ���	
 ���
���,
	����
���, � �����, ���� �	����	
 
�� &	����
��	 1.

1

0 Προκαταρκτικά

T	 
��"��	 �x �	
 �y �
	"�����	

«����	 x» �	
 «����	 y» T�  �����	
� ������
 «�
	����». T	 �x �	
 �y
��� 
��"������� ����	��	

	
��Ø

�� �x ��� 
��	���
 «' ��� x», ����
�� �y «' ��� y».

 .

1 Eυθείες



Παράδειγµα  1 Eύρεση µεταβολών

O
 ���	"���� 	�� �� 
����� (4, �3) 
�� (2, 5) ���	


�x � 2 � 4 � �2, �y � 5 � (�3) � 8.

A�� �� 
����� (5, 6) 
�� (5, 1), �
 ���	"���� ���	


�x � 5 � 5 � 0, �y � 1 � 6 � �5.

Kλίση ευθείας
K��� �� �	�	������ �����	 L ���
 
���
, ��� ����������	
 �� � �	�	-
������ ���	"��� 	�� �����	 ��
����
	� ���	"����, �� 	��������:
$
�� ��� 
����	 P1(x1, y1) �	
 P2( , y2) ��� L (����	 1). O���������
�y � y2 � y1 ��� ���������� 	
����
� 	�� �� P1 
�� P2, �x � � x1

��� ��������� 	
����
� 	�� �� P1 
�� P2, �	
 �������� �� ���
� ��� L
�� ������ �y �x

M
	 �����	 ��� 	������	
 �	��� �� x 	�!����	
 ���
 ���
�� ���
�.
M
	 �����	 ��� �	������	
 �	��� �� x 	�!����	
 ���
 	����
�� ���
�.
M
	 ��
����
	 ��	��� ���
 �����
�� ���
�, ���
�� ��	 ��� �	 
����	
����� ��� ��
	 
�����	����� y, ����� �y � 0. *
	 �	�	������� �����-
��, �x � 0, ����� � ����� �y �x ��� ������	
. +��� ��
��� ��
 �� 
���-

�����	 ������	 ��� ����� 
���
. 

Παράλληλες και κάθετες ευθείες
O
 �	�������� ������� 
���	������ �
�� ������ �� ��� �!��	 x (���-
�	 2). $�

, �
 �� �	�	������� �	�������� ������� ����� ��� ��
	 ���-

�. A��

������, ������� �� �
�� ���
�
� 
���	������ �
�� ������ ��
��� �!��	 x �	
 ���	
, 
������, �	��������.

A� ��� �� �	�	������� ������� L1 �	
 L2 ���	
 ������� ���	!� ����,
�
 ���
�
� ���� m1 �	
 m2 
�	����
��� �� 
��
� m1m2 � �1 , ���	�� �
��	 ���
� ���	
 ��������	 ���������
 ��� �����:

H 	����
!� ��� ����	
�� 	���� ���
 �� �!��: ������	 �� �� ���-
�	 3, m1 � tan f1 � a h ��� m2 � tan f2 � �h a . �������, �	 ������
m1m2 � (a h)(�h a) � �1.

Παράδειγµα  2 Προσδιορισµός της καθέτου από την κλίση

A� L ���	
 �
	 �����	 �� ���
� 3 4, ���� ���� ���� �����	 �� ���
�
�4 3 �	 ���	
 ������ 
��� L . / 

 / 

 /  / 

 /  , / 

m2 � � 1
m1

 .m1 � � 1
m2

 ,

 / 

 . / 

x 2

x 2

2 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

Oρισµός Mεταβολές
%�	� ��	 
��	 ���	"	���
 	�� �� 
����� (x1, y1) 
�� 
�����
(x2, y2) , ���� �
 	
����
�� ��� 
�����	������ ��� ���	
  

�x � � x1 �	
 �y � y2 � y1.x 2

x

y

O

P1(x1, y1)

L

P2(x2, y2)

Q(x2, y1)
�x � ��
����
	 ���	"���

�y � �	�	������
 ���	"���

ΣΧΗΜΑ 1 H ���
� ��� �����	� L ���	
 

m =
�	�	������ ���	"���

= 'y /'x.
��
����
	 ���	"���

Oρισµός Κλίση ευθείας
$
�� P1(x1 y1) �	
 P2(x2 y2) ��� 
����	 �
	� �� �	�	������� ��-
���	�, L H ���
� ��� L ���	
 .

 , ,

���������	
 �	 
��"�������� ��� ���-

� �� �� �����	 m .

L1

x
1

7��
� m1

L2

7��
� m2

m1
θ1

1

m2
θ2

ΣΧΗΜΑ 2 A� L1 || L2, ���� �1 � �2 �	

��	 m1 � m2 A���
����	, 	� 
m1 � m2, ���� �1 � �2 �	
 L1 ||L2 .

 .

�y
—— =

y2 – y11
�x      x2 – x1 

m = = 
�	�	������ ���	"���

��
����
	 ���	"���



Eξισώσεις ευθειών
H �	�	������� ��� �
�����	
 	�� �� 
����� (a b) ���
 �� �!�
�
�
��� x � a, 	��� � 
�����	����� x ���
�������� 
������ ��� �����	�
���
 �
�� a . 9�����, � ��
����
	 �����	 ��� �
�����	
 	�� �� 
�����
(a , b) ���
 �� �!�
�
� ��� y � b .

Παράδειγµα 3 Eύρεση εξισώσεων για κατακόρυφες και 
οριζόντιες ευθείες

H �	�	������ �	
 � ��
����
	 �����	 ��� �
������	
 	�� �� 
�����
(2, 3) ����� �� �!

�
�
� �
� x � 2 �	
 y � 3, 	���
��
�	 (����	 4).

M������� �	 �������� ��� �!�
�
� �����
	� �� �	�	�������
�����	� 	� ���������� ��� ���
� ��� m �	
 �
� 
�����	������ ���� 
�-
����� ��� P1(x1, y1). K
 	��� �
��
, 	� P(x , y) ���	
 ����������� ���� 
�-
���� ��� �����	�, �	 

���


,

�����

y � y1 � m(x � x1) ���	�� y � m(x � x1) � y1

Παράδειγµα 4 Xρησιµοποιώντας την εξίσωση σηµείου-
κλίσεως

*����� �
	 �!�
�
� �
	 ��� �����	 ��� �
�����	
 	�� �� 
����� (2,
3) �� ���
� �3 2.

Λύση A��
�	�

����� x1 � 2, y1 � 3, �	
 m � �3 2 
��� �!�
�
�

������-���
���, 	�’ ���� �	�������

���	��

Παράδειγµα 5 Xρησιµοποιώντας την εξίσωση σηµείου-
κλίσεως

*����� �
	 �!�
�
� �
	 ��� �����	 ��� �
�����	
 	�� �	 
����	
(�2, �1) �	
 (3, 4) .

Λύση H ���
� ��� �����	� ���	


m � .

A������
 �	 �

	������� ��� ���
� m �	
 �
� 
�����	������ ���
-
�������� 	�� �	 ��� 
����	 
��� �!�
�
� 
������-���
���. A�
��
��!���� �� 
����� (x1, y1) � (�2 , �1) , �	�������

y � 1 � (x � (�2)) � (�1)

y � x � 2 � (�1)

y � x � 1 .

4 � (�1)
3 � (�2)

 � 5
5

 � 1

y � �3
2

 x � 6 . y � �3
2

 (x � 2) � 3

 / 

 / 

 .

y � y 1

x � x 1
 � m

 ,

31. Ευθείες

x

y

A D a B

h

C

L2

�1

�1
�2

7��
� m1
7��
� m2

L1

O

ΣΧΗΜΑ 3 T� ������� �ADC ���	

���
� �� �� �CDB . �������, � ���
����	 
�� �CDB 

���	
 �� �1

���� tan �1 � a h . / 

 ,

*
	 ���� 
����� 
��� �����	� 	����,
x � 2.

x

y

0 1 2 3 4

(2, 3)

1

3

2

4

6

5

y � 3.

*
	 ���� 
����� 
��� �����	� 	����,

ΣΧΗΜΑ 4 O
 �!

�
�
� ��� �	�	��-
����� �	
 ��� ��
����
	� �����	�
��� �
������	
 	�� �� 
����� (2, 3)
���	
 x � 2 �	
 y � 3, 	���
��
�	.
(&	����
��	 3)

Oρισµός Εξίσωση σηµείου-κλίσεως
H �!�
�
�

y � m(x � x1) � y1

���
�����
 ��� �����	 ��� �
�����	
 	�� �� 
����� (x1, y1) ��
���
� m *
	 ������ 
������	� �	 �	����� ��� �!�
�
� 	���

������ ��	
���-�
��
��.

 .



H 
�����	����� y ��� 
������ ����� �
	� �� �	�	������� �����-
	� �� ��� �!��	 y ���	
 � �
���	��� ��� �����	�. O�����, � 
�����	�-
���� x ��� 
������ ����� �
	� �� ��
����
	� �����	� �� ��� �!��	 x ��-
�	
 � �
�	�	��� ��� �����	�. M
	 �����	 �� ���
� m �	
 ���	����� b
�
�����	
 	�� �� (0, b) (����	 5), �����

y � m(x � 0) � b , �, 	����
���	, y � mx � b .

Παράδειγµα  6 Eξισώσεις ευθειών

N	 ��	��� �
	 �!�
�
� ��� �����	� ��� �
�����	
 	�� �� 
�����
(�1 , 2) �	
 ���	
 (�) �	�������Ø (�) ������ 
��� �����	 L : y � 3x � 4.

Λύση H �����	 L y � 3x � 4, ���
 ���
� 3.

(�) H �����	 y � 3(x � 1) � 2, � y � 3x � 5, �
�����	
 	�� �� 
�����
(�1, 2) �	
 ���	
 �	������� 
��� L, 	��� ���
 ���
� 3.

(�) H �����	 y � (�1 3)(x � 1) � 2, � y � (�1 3)x � 5 3, �
�����	

	�� �� 
����� (�1, 2) �	
 ���	
 ������ 
��� L 	��� ���
 ���
�
�1 3.

A� �	 A �	
 B ��� ���	
 �	��������� �����, ���� � ��	�
�� �	��-

�	
� ��� �!�
�
�� Ax � By � C ���	
 �
	 �����	. K��� �����	 ������
�	 �	�	
�	��� 	�� �
	 �!�
�
� ����
	� ������, 	���� �	
 ��	� ���
���
 ���
�.

; ���
�� ��	��
�� ����� ���
�����	
 �
	 ��� ������� �	�	���-
�

�� �
	� ��	���� �� �����	�. <
��
�, ��	� 
���
������ �
	 �����	
�� �� "����
	 ������

�
��� ��������	���, ���	
 ���������� �	 �
-

������ 
��� ������

�� ��� ���
� �	
 ��� ���	����� ��� �����	�,
�	
 �	 ���

����
���� ��� �!�
��
� ���
���-���	������.

Παράδειγµα  7 Aνάλυση και γραφική παράσταση µιας γενικής
γραµµικής εξισώσεως

A��� "����� ��� ���
� �	
 ��� ���	����� ��� �����	� 8x � 5y � 20,

���
�
�� �� ��	�
�� ��� �	��
�	
�.

Λύση +������ ��� �!�
�
� �� ���� y �
	 �	 �� ��
���� 
�� ���-
�� ���
���-���	������.

 5y � �8x � 20

 8x � 5y � 20

 / 

 /  /  / 

 ,

4 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

ΣΧΗΜΑ 5 M
	 �����	 ���
��� m �	

���	������ b .

x

y

y = mx + b

7��
� m
(x, y)

(0, b)

0

b

Oρισµός Eξίσωση κλίσεως-τεταγµένης 
H �!�
�
�

y � mx � b

���
�����
 ��� �����	 ��� ���
 ���
� m �	
 ���	����� b . *
	
������ 
������	� �	 �	����� ��� �!�
�
� 	��� 
������ �
��
-
��-�
���	����.

Oρισµός Γενική γραµµική εξίσωση
H �!�
�
�

Ax � By � C (A �	
 B ��
 �	��������� �����)

���	
 �
	 �
���� ���		��� 
������ ��� x �	
 y .



H ������	�	 
��
� ��� ������
 ��� ���
� (m � �8 5) �	
 ��� ��-
�	����� (b � 4) ��� �����	�, �	
 ������ ���	 �	 �

	���� ���
	 
�
������

�� �
	 
����	
� (����	 6).

Eφαρµογές
&����� ���	"����� ��

����� ��

��� 
��	
�	� 
�������	
 ��
�
��	��
��� �!

�
���. ��� �	����
��	 ��� 	��������, �����	�����-
�	
�� �� ��	��
�� 
��
� ���	!� ��� �������	

�� Fahrenheit �	

K��
��� �
	 �	 ������� ���	������ 	�� �� ��	 ����	�	 
��� ����. 

Παράδειγµα 8 Mετατροπή θερµοκρασίας

B����� �
	 
��
� ��� �	 
�����
 �
� ����	��� �������	
�	� Fahren-
heit �	
 K��
���. K	���
� "����� �
� 

����	��� �������	
��� ���
90�F (
� °C), �	
 ��� �5�C (
� �F).

Λύση E��
�� � 
��
� ��� 
�����
 �
� ��� ����	��� ���	
 ��	��
-
��, �	 ���
 �� ����� F � mC � b T� 
����� ��!��� ��� ����� ��-
�	
 F � 32� � C � 0� ��� �� 
����� "�	
��� (� 
����� ��
���) ��-
�	
 F � 212� � C � 100�. $�

,

32 � m � 0 � b �	
 212 � m � 100 � b

����� b � 32 �	
 m � (212 � 32) 100 � 9 5. �������,

� .

M� �
� 
��
�
� 	���� �������� �	 "��
����� 

����	��� �������	-

���. $�

, �
 90�F 

����	���� 
� �������	
�	 ��� ����	�	� K��-

��� �
� ��

.

O�����, � 

����	�� �������	
�	 (
��� ����	�	 Fahrenheit) ���
�5�C ���	


Παλινδροµική ανάλυση µε υπολογιστή
E��	
 ������ ��
���� �	 �
	�������� �� 
��
� ��� �
	��������	

���	!� ��� ��
������ �
	"�����	� �
� 	���
��
��� 
����� 	�
����
-
��� ���������. *
’ 	��� ����
����� 
���� �	 	��
��������� 
� �
�-
��	��	 �	 �������	 (������	� �� �������� ������		� ���������), �-

�� �	 ����� 	� �	 	���
��
�	 
����	 ���������� ����
	 ���	�
�� �
�
	��������� ����
	 �	�	����

�
�� 
�����
����. A� �	
, �
 	� ���-

�� �������� �	 "����� ��� �!�
�
� y � f (x) ��	� �	������ ��� ���-

������
 �� 
�����
���� ��� �
	�����	���, ���� ������ ��	� ���� �
������ 

1. 
�������
 �	 �������	 ��
� �
	� 	���� �	���	�
��� ����	
��,
�	
 

2. �	� ��
�����
 �	 ���"������� �
��� ��� y �
	 �
��� ��� x ���	�
	���� ��� ��� �
	�������.

H �
	�
�	
�	 ����
�� ���� 
������
����� ����� �	������ ��� �	 �	
-
�
���
 
�	 	�
����
�� �������	 ��������	
 ��
�����	��� ���
���, �

F � 9
5

 (�5) � 32 � 23�.

C �  
5
9

 (90 �  32) � 32,2

C � 5
9

 (F � 32)F � 9
5

 C � 32

 /  / 

 ,

 ,
 .

 / 

 y � �8
5

 x � 4 .

51. Ευθείες

[–5, 7] ��� [–2, 6]

y = –     x + 48
5

ΣΧΗΜΑ 6 H �����	 8x � 5y � 20 .



�� �	����� �	����	
 ��	��
� ��
�����	��
�� (� ��
�����	��� ��	-
��
�).

Y������� ������ ���

��
 ����
 �	�
�����
��� �	������, �.�. �

�	������ ���	���, �
 ��������
���, �
 �����
���, �
 ���	�
��
���, �	

�
 ��
�����
���� �	������. ��� &	����
��	 9, ��	�������� �	�
�-
����
�� 	����
� 
� ������

�� �����
����� �	 ���
	���
���� �
	
��	��
�� �!�
�
� 
�	 �������	 ��� &��	�	 1. H �
	�
�	
�	 	��� ���	

����	��� 

����	�� �� �� 	� ���
	����	�� �
	 �����	 
�	 
����	 ���
�
	�����	��� �
	
�����.

Παράδειγµα  7 Παλινδροµική ανάλυση µε υπολογιστή

B�
�
 ��� ��������� ��� &��	�	 1, �	�	
����
�� ��	 �	���	�
��
������� ��� �	 ���
�����
 ��� 	!�	 ��� 
������
����� �	�����-
�
��� ������ 
��	���
�
 ��� ������. A��� "�"	
������ �
	 �� ��-
����� ��� �������� 
	�, ���

����
�
�� �� �
	 �	 ���"������ ��
��
��� ��� �	������
��� ������ �	�� �� ���� 2010.  

Λύση

E�	��
�� ��� �
��	����

Y�����
 ���� �
��� ���	"��� 
��� �
�� ��� �	������
��� ������
��
� 	�� �� 1968. E��
�� �	� ���
	����
 ������ � ��
� ��� �
	-
��������� �	 �
� ���
�	�	 �������	, �	������� �� 	������	 ��
���� 	���. T� 1981 
���
����	� ��� 	�!�
�
�, ��� ��
�� �	
 ���
��� 
���� 	���
��
�	. *
	 �	 �	�	
��
���� ��
��� �� 1981 
�����-


�� �� �	 ���	 ���, 
���������� �
� ��� 	�!�
�
� 
� ��	, ��� ��-
��� 
����, �	��� �	����	
 
��� &��	�	 2. T� ����	 7	 ������
 ��
�
���	��	 �
	
����� ��� 	��

��
��� 
��� &��	�	 2.

M���	����� 	����
�
E��
�� 
�� �
���	��	 �
	�	����	
 �
	 ��	��
�� �!����
� ��� 	!�-
	� ��� �	������
��� ������ �� ��� �����, 	�	������� ��	 ��	��
��
�������. E

�����	� �	 �������	 
� ������

�� ��	�
��� �	
 ��-

6 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

Πίνακας 1 Kόστος ταχυδροµικού
τέλους

���� K�����
x y (�
 $)

1885 0,02
1917 0,03
1919 0,02
1932 0,03
1958 0,04
1963 0,05
1968 0,06
1971 0,08
1974 0,10
1975 0,13
1977 0,15
1981 0,18
1981 0,20
1985 0,22
1987 0,25
1991 0,29
1995 0,32
1998 0,33

Πίνακας 2 Kόστος ταχυδροµικού τέλους από το 1968 και εφεξής

x 0 3 6 7 9 13 17 19 23 27 30

y 6 8 10 13 15 20 22 25 29 32 33

x

y

10

20

30

40

50

60

7
�


��
� 

(

��

��
)

@�
���� ���� ���� �� 1968
10 20 30 40 50 600

(")(	)

ΣΧΗΜΑ 7 (	) '
���	��	 �
	
����� ��� ��������� (x , y) ��� &��	�	 2.
(") E�����
� ��� ��
���� ��� 
������
����� �	������
��� ������ ��
���� 2010, "�
�
 ��� �	�
�����
��� �����	�.



	�������	� �� ��	��
�� �	�
������
�, ��������
 � �!�
�
� ���
�	�
�����
��� �����	�,

y � 0,96185x � 5,8978 . (1)

T� ����	 7" ������
 �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� �����	� �	�� �� ��
�
���	��	 �
	
�����. T	 ��� ��	���	�	* 
����� 
���������, �	

��

 �� ������� ������	
 
�	����
��
��. 

������� 
��
���

O 
����� �	� ���	
 �	 ���"������� ��� �
�� ��� �	������
��� ��-
���� �� ���� 2010. %��� �	����	
 	�� �� ����	 7", �� 2010 (�����
x � 42), � �
�� ��� y ���	
 ������� 46.

E�	��
��

K	�� �� ���� 2010, �� 
������
���� �	������
�� ����� �	 ��
����

������� 46 
����.

A
�
����� 
��
��
���

A�� ��� G!�
�
� (1) �
	 x � 42 �	�������

y  � 0,96185(42) � 5,8978 � 46,3 .

AΣKHΣEIΣ 1

71. Ευθείες

Παλινδροµική ανάλυση

H �	�
�����
�� 	����
� ���
�	�"���
 ��

��	 "��	�	:

Bήµα 1. T���������� 
� �
���	��	 �	 
����	 ��� 	��

��
-
���� 
�	 	�
����
�� �������	 (�
���	��	 �
	
�����).

Bήµα 2. B��
����� �
	 �!�
�
� �	�
������
���. &����
�����
�
	 �������, � �!�
�
� 	��� �	 ���
 �� ����� y � mx � b.

Bήµα 3. T���������� 
� ��
	�� 
���	 �� ��	�
�� �	��
�	
�
��� �!�
�
�� �	�
������
��� �	
 �� �
���	��	 �
	
�����,
�
�� �	 ����!���� �	�� ��
� �	 ��� ��	���	�	 �	
�
�����.

Bήµα 4. A� �	 ��� ��	���	�	 «��	�������» 
�	����
��
��,
���

����
���� ��� �!�
�
� �	�
������
��� �
	 �	 ���"��-
����� �
��� ��� y �
	 x ���	� 	���� ��� ���	�	 ��� �
	��-
�����.

*�.�.M.: O
 ���
 «��	�
�� �	��
�	-

�» �	
 «������	» ��� ���	
 �	���-

���
, �	���� ��� 
�� "
"�
���	��	
���

����
����	
 
���� �� ����
�
.
*�����	 ���	
 �� 
����� ��� �����-
�������� ������ (x, f (x)), ��� ��	�
-
�� �	��
�	
� �� 
����� ��� �
�����
���� ���� �� 
�����	������ (x, f (x)).
H �
	��
�����	 ��� ��� ���� �����	

���	��� ��	� �� ����� ��

��� � �
-
��� ��� f ��� ���
���
 	�
����� �
���
���
 ��������, ����� � ��	�
��
�	��
�	
� ��� ������ (	�
���� �
-
����	�) �	 �	�	����. <
��
�, 
��

����
��
�� ���
�����	 ��� ��	���-
��� ��� ���
	������ ���� ��

����
�	
 ���� ���	�
����, �	 ����	 ��
-

��� �	
 �
��� ���	
 	�
���
����	,
�	
 �!����� �	� 	���� �	 ������ �	
�	�	���� �
	 ���
���

�
��, �
��,
��	�
�� �	��
�	
�. *
	 ��� ����
	����, �	 �������� ���!�� ���� ���
����� 
���������, �	
 �	 ����
���

����
���� �� ���
������, �
	
�	 	���������	
 ��

 �	
 �
 ����	-

�
��� �	
 �	������ ��	�	����
�.
'���� �	
 �� 
��. 13.

��
� A
��
�
� 1 �	
 2, "����� �
� ���	"���� ��� 
�����	�-
����� 	�� �� 
����� A 
�� B

1. (�) A(1, 2) , B(�1, �1) (�) A(�3, 2) , B(�1, �2)

2. (�) A(�3, 1) , B(�8, 1) (�) A(0, 4) , B(0, �2)

��
� A
��
�
� 3 �	
 4, L ���	
 � �����	 ��� ������	
 	��
�	 
����	 A �	
 B.

(i) ����
�
�� �	 A �	
 B (ii) B����� ��� ���
� ��� L.

(iii)����
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� L

3. (�) A(1, �2) , B(2, 1) (�) A(�2, �1) , B(1, �2)

4. (�) A(2, 3) , B(�1, 3) (�) A(1, 2) , B(1, �3)

��
� A
��
�
� 5 �	
 6, ������ �
	 �!�
�
� �
	 (i) ��� �	-
�	������ �	
 (ii) ��� ��
����
	 �����	 ��� �
�����	
 	��
�� 
����� P.

5. (�) P(2, 3) (�) P(�1, 4 3)

6. (�) (�) P(�p, 0)

��
� A
��
�
� 7 �	
 8, ������ ��� �!�
�
� 
������-���-

��� �
	 ��� �����	 ��� �
�����	
 	�� �� 
����� P �� ���-

� m

7. (�) P(1, 1) , m � 1 (�) P(�1, 1) , m � �1

8. (�) P(0, 3) , m � 2 (�) P(�4, 0) , m � �2

��
� A
��
�
� 9 �	
 10, ������ �
	 ����� ��	��
�� �!�-

�
� �
	 ��� �����	 ��� �
�����	
 	�� �	 ��� 
����	. 

9. (�) (0, 0) , (2, 3) (�) (1, 1) , (2, 1)

10. (�) (�2, 0) , (�2, �2) (�) (�2, 1) , (2, �2)

 .

P(0, ��2)

 / 

 .

 .

 .



��
� A
��
�
� 11 �	
 12, ������ ��� �!�
�
� ���
��-��-
�	������ �
	 ��� �����	 �� ���
� m �	
 ���	����� b

11. (�) m � 3, b � �2 (�) m � �1, b � 2

12. (�) m � �1 2, b � �3 (�) m � 1 3, b � �1

��
� A
��
�
� 13 �	
 14, � �����	 �
�����	
 	�� ��� 	���
�	
 	�� ��� ��� ��!
� ������ ��� ���
���� 
����	
��.
*����� ��� �!�
�
� ��� �����	�. ���� I
��
� 13, � 	��-

�	
� ���	!� ��� �
	���
��� ��	���
��� 
��� �!��	 x
	��

��
��� 
� 1 �����	, ��� 
��� �!��	 y 	��

��
��� 
�
5 �������. ���� I
��
� 14, � 	��
�	
� ���	!� ��� �
	-
���
��� ��	���
��� 
� ���� �!��	 	��

��
��� 
� 1 ��-
���	.

13. 14. 

��
� A
��
�
� 15 �	
 16, "����� (i) ��� ���
� �	
 (ii) ���
���	����� �	
 (iii) 
���
�
�� ��� �����	.

15. (�) (�)

16. (�) (�)

��
� A
��
�
� 17 �	
 18, ������ �
	 �!�
�
� �
	 ��� ��-
���	 ��� �
�����	
 	�� �� P �	
 ���	
 (i) �	������� 
���
L �	
 (ii) ������ 
��� L

17. (�) P(0, 0) , L : 

(�) P(�2, 2) , L : 

18. (�) P(�2, 4) , L : x � 5

(�) P(�1, 1 2) , L : y � 3

��
� A
��
�
� 19 �	
 20, �����	
 ��	� ���	�	� �
��� �
	 ��
��	��
�� 
������
� f(x) � mx � b &��
�
���
�� �	 m
�	
 b

19. x f (x) 20. x f(x)

1 2 2        �1
3 9 4        �4
5 16 6        �7

��
� A
��
�
� 21 �	
 22, "����� ��� �
�� ��� x � ��� y �
	
��� ����	 � �����	 �
	��
�� ��� A �	
 B ���
 �� �����
	
���
� m

21. A(�2, 3) , B(4, y) , m � �2 3

22. A(�8, �2) , B(x, 2) , m � 2

23. Eπανερχόµενοι στο Παράδειγµα 5 '��!�� ��
, 	� ���

-
����
�
���� �� 
����� (3, 4) 
��� �!�
�
� 
������-
���
��� ��� &	�	�����	��� 5, �	 �������
 � ��
	 �!�-

�
� �
	 ��� �����	.

24. Mάθετε γράφοντας: τετµηµένες και τεταγµένες µιας ευθείας

(�) E!���
�� �
	�� �	 c �	
 d ���	
 � ��������� �	
 � ��-
�	�����, 	���
��
�	, ��� �����	� 

.

(�) &�� 
��������	
 � ��������� �	
 � ���	����� ��
���� 	�
����� c �	
 d, �
	 ��� �����	

;

25. Παράλληλες και κάθετες ευθείες *
	 ��
	 �
�� ��� k ���	

�
 ������� �	
 (�) �	��������;
(�) �������;

��
� A
��
�
� 26-28, ���������� �� �����	 ��� ���-����� ���-
���.

26. Mόνωση M������	� ���
�
� 
�� 
���	, "����� �� ��-
�	"��� ��� �������	
�	� 
� "	����� 	�� cm �
	 �	
�	�	���� ��
��.

(�) ����
	���	

(�) ����
� �	��"��"	�	

(�) !��
�� ������
�

(�) Mάθετε γράφοντας &�
� 	�� �	 ��
�� (�) ��� (�) ��-
�	
 � �	������� �������; &�
� � ��
�������; E-
!���
��.

27. Yποβρύχια πίεση H ���
� p ��� 	

�����	
 ��	� �����

�� ���	

	 
�������	
 �� �� "���� �	����
��, d, ��-

� �
	� �!�
�
�� ��� ������  p � kd � 1 (k ���	
 �
	

�	����). %�	� d � 0 m, � ���
� ���	
 1 	���
�	
�	.
H ���
� 
� "���� 100 m ���	
 10,94 	����	
���. B���-
�� ��� ���
� 
�	 50 m. 

28. Mοντέλο της διανυθείσας απόστασης $�	 	��������� A
!��
�� 	�� �� 
����� P �� ����
�� 
�
��� t � 0 �	
 �
-
����	
 �� �	�����	 45 km/h.

(�)*����� �
	 ����	
� �
	 ��� 	��
�	
� d(t) 	�� ��

����� P ��� �
���
� �� 	��������� 
� t ����.

(�) ����
�
�� ��� y � d(t) .

(�) &�
	 � ���
� ��� ��	�
��� �	��
�	
�� 
�� ���-
���	 (") �	
 �
 ���������	 �	� �	����
 	���;

(�) Mάθετε γράφοντας &��
������ ��� ��
�� ���L����-

�
� �	 ������
� � ������ t �	 �	����
 	����
���
�
���.

(
) Mάθετε γράφοντας $
�� ��
 � ���	����� ��� �����-
	� y � d(t) 

���	
 �� 30. T
 
��	���
 	���; 

x � y � 12x � ky � 3

x
c � 

y

d
 � 2

x
c � 

y

d
 � 1

 / 

 .

 .
 .

 / 

2x � y � 4

y � �x � 2

 .

y � 2x � 4x
3

 �  
y
4 

 � 1

x � y � 23x � 4y � 12

[–5, 5] ��� [–2, 2][–10, 10] ��� [–25, 25]

 /  / 

 .
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0

–12°

@��
�	
� 	�� �
����
�� ��
����
	 ������ (cm)

#
��

��
��

	

�	

 (
°C

)

2,5 5 7,5 10 12,5 15 17,5
–17,5°

–6,5°

–1°

4,5°

10°

15,5°

21°

26,5°

#������	
�	
�!����
��� 
	��	: –17,5°C

P���
�
�	��"��"	�	

*���
	���	
Q��
��
������
�

&����
��
���
���
�

#������	
�	
���	����:
22°C



Προεκτείνοντας τις έννοιες
29. Fahrenheit έναντι Kελσίου ��� &	����
��	 8 "���	��

�
	 
��
� ���	!� ��� ��
����� �������	
�	� Fah-
renheit �	
 K��
���.

(�) Y�����
 ����
	 �������	
�	 
��� ����	 ��	 ���-
������� Fahrenheit �	���

���
 ��� ��
	 ����
!�
�� ��	 ���������� K��
���; A� �	
, ��
	 ���	
 	�-
�� � �������	
�	;

(�) Mάθετε γράφοντας ����
�
�� 
� ��
�� �
���	��	
�
� ������� y1 � (9 5)x � 32, y2 � (5 9)(x � 32), �	

y3 � x. E!���
�� �� 
��	
�	 ��� �
	�����	���
	���� �
	 �� ������	 (	).

30. Παραλληλόγραµµο T��	 �
	�����
�� �	�	�������	��	
����� ������� 
�	 
����	 (�1 , 1) , (2 , 0) , �	
 (2 , 3) .
����
�
�� �	 �	
 ��
�� �
� 
�����	������ ��� �����
-
��� �������.

31. Παραλληλόγραµµο '��!�� ��
 �	 ��
	 ��
���
��� ����-
��� ���	��� ����	������� ������� ��	 �	�	�����-
��	���.

32. Eφαπτόµενη ευθεία #����
�� ����� 	����	� 5 �	
 ��-
����� (0 , 0) . B����� �
	 �!�
�
� �
	 ��� �����	 ���
�������	
 ��� ������ 
�� 
����� (3, 4).

33. Aπόσταση σηµείου από ευθεία E�� �	 ����� ��� �����-
�����	
 � 	��
�	
� ���� 
������ P(a b) 	�� �
	 ��-
���	 L : . &���������� 
���� 
����	
���
�� ��������� �� �����	 ��� ���-����� ������.

(�) *����� �
	 �!�
�
� �
	 ��� �����	 M ��� �
��-
���	
 	�� �� P �	
 ���	
 ������ 
���  L

(�) B����� �
� 
�����	������ ��� 
������ ����� Q ���
M �	
 L.

(�) B����� ��� 	��
�	
� ��� P 	�� �� Q
34. Aνακλώµενο φως M
	 ����
�� 	����	 �	!
����
 �	��

����� ��� �����	� x � y � 1 ����������� 	�� �� ���-
���� ���	������
� �	
 	�	����	
 	�� ��� �!��	 x, �-
��� �	����	
 
�� 
���	. H ����	 ���
���
��� 

��-
�	
 �� �� ����	 	�	���
��� (�
 ������ �������	
 	��
��� ������ 
��� �!��	 x). *����� ��� �!�
�
� ��� ��-
���	� �	�� ����� ��� ����	� �
����	
 � 	�	�������
	����	.

35. O οδοντωτός σιδηρόδροµος του όρους Washington O
 ���
-
�
��� ���	�
��� ����������� ��� ���
� ��� ���
���-
�	��� �� ��� ���� ��� �	�	������� 	��
�	
�� ����
��� ��
����
	 	��
�	
� ��� �
	���
 ����	 �
�������
��� ��� ���
����	��� 
�� 
����� ��� ���� ���
	����
.
T�� ���
� 	��� ��� ���
����	��� ��� ��������� 
�-
����� �� ��
�
�� ��� ��
� 100. O
 ���
�
� ��� 

��-
������
��� ����
�� 
� �	����
�� ���
���� ���	
 
�-
����� �
�������� ��� 2%. ��	 ���
��, ������ �	 ���-

��� ����
 �	
 4%. O
 ���
�
� ��� 	����
����������
��� ����"	����� 
������ �� 5%.

��� ����� 	������ 
����� ��� �
	������ ���
��������� 

���������� ��� ����� Washington 
��
New Hampshire, � ���
� �	����
 ��� 	
����

�� �
��
37,1%. T	 ����
�
�� �	��
�	�	 ��� ���� "	���
��
"��
����	
 ���� 4 m �������	 	�’ �,�
 �	 ��
� �	��-

�	�	. &�
� ������� 	����
 � ����� 	�� ��� �����-
�	�	 
�
�� �	�

����� 
�� "	���
;

36. M
	 ���

����� �	�� 90� ���� ��� 	��� ���	����
 ��

����� (2, 0) 
�� (0 , 2) , �	
 �� (0, 3) 
�o (�3, 0) , ����
�	����	
 
�� 
���	. &�� ���	�����	
 �	���	 	�� �	
�	�	���� 
����	;
(�) (4, 1) (�) (�2, �3) (�) (2, �5)

(�) (x , 0) (
) (0, y) (��) (x , y)

(�) &�
� 
����� ���	�����	
 
�� (10 , 3);

��
� A
��
�
� 37 �	
 38, ��	���
�� ��	��
�� �	�
�-
����
�� 	����
�.

37. ���� &��	�	 3 �	���

�����	
 
�	�

�
�� 
��
���	
�
	 �� ��
� "���� ����	 ���
�

�� 
��	���
�
 ���
��
��	� ����.

(�) A�� �	 �������	 	��� "����� �
	 ��	��
�� �!�-

�
� �	�
������
���. 

(�) B����� ��� ���
� ��� �	�
�����
��� �����	�. T

	��
���
�����
 � ���
� 	���;

(�) T�������
�� 
� ��
	�� 
���	 �� ��	�
�� �	��-

�	
� ��� ��	��
��� �	�
�����
��� �!�
�
��
�	
 �� �
���	��	 �
	
����� ��� ���������.

(�) X��

����
�
�� ��� �!�
�
� �	�
������
���
�
	 �	 ���"������ �� �	�� ���
���

� "���� �-
��� ���
�

�� ��
��	� 30 �����.

 .

 .

Ax � By � C
 ,

 /  / 

91. Ευθείες

T

T

x

y

(0, 3)

(4, 1)(0, 2)

(–3, 0)

(–2, –3)

(2, –5)

(2, 0)

x

y

0

1

1

*���	
���
���
��

*���	
	����	
��

x � y � 1

Πίνακας 3 Hλικία και βάρος 
µικρών κοριτσιών

H
���� (	��
�) B���� (kg)

19 9,98
21 10,43
24 11,34
27 12,70
29 14,06
31 12,70
34 14,52
38 15,42
43 17,69



Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις
Συναρτήσεις • Πεδία ορισµού και τιµών • Επισκόπηση και

ερµηνεία γραφικών παραστάσεων • Aύξουσες και φθίνουσες

συναρτήσεις    • Άρτιες και περιττές συναρτήσεις: συµµετρία

• Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τµήµατα • H συνάρτηση

απόλυτης τιµής    • Πώς µετατοπίζουµε µια γραφική παράσταση

• Σύνθετες συναρτήσεις

O
 
��	���
�
� 	�������� �	 ���
����	 ���	���	 ���
��	��� ���
��	��	�
��� ��
��� �� �	���	�
�� ���

	. ���� ������	 	��� ��	�-
�	�����	
�� �
� "	

��� ����
�� ��� 
��	���
��� �	
 ��� ��	�
���
���� �	�	
��
���. #	 ����� �� ��
��� ������� �������� �	 ���	��-
������� �	
 �	 
���������� �
	�����
��� ��	�
��� �	�	
��
�
� 
�
��	 �
���	��	. T����, �	 �	���

�
���� ���
���� 
��	��
���� ��-
���� 
��	���
��� ��� 	��
��
�
��� ���

���.  

Συναρτήσεις
����� �
 �
��� �
	� ���	"����� �!	�����	
 	�� �
� �
��� �
	� �����: 

• H �������	
�	 
��� ����	 �� ���� "����
 �!	����	
 	�� �� �-
������� (�� 
����� "�	
��� «�	��
�����	
» �	��� 	��"	����-
�� �������	).

• T� ��
� �	�� �� ����� �	 	�!����� �
 �	�	��
�
� 
	� 
� ��	
���� (� �����) �!	����	
 	�� �� ��
���
� ��� �������� 
	�. 

�� �	����	 	�� �
� ���
���
�
� 	����, � �
�� �
	� ���	"����� ��
�-

10 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

38. O &��	�	� 4 ������
 �� ��
� ���

� �

����	 ���
	���
�	��� �
�������.

(�) A�� �	 �������	 	��� "����� �
	 ��	��
�� �!�-

�
� �	�
������
���.

(�) B����� ��� ���
� ��� �	�
�����
��� �����	�. T

	��
���
�����
 � ���
� 	���;

(�) T�������
�� 
� ��
	�� 
���	 �� ��	�
�� �	��-

�	
� ��� ��	��
��� �	�
�����
��� �!�
�
��
�	
 �� �
���	��	 �
	
����� ��� ���������.

(�) X��

����
�
�� ��� �!�
�
� �	�
������
���
�
	 �	 ���"������ �� ��
� ���

� �

����	 ���
�
������� �	�� �� ���� 2000. 

39. H ��
� �
�� �����	��
�
�� 
�
� H.&.A. 	�!����	
 �
-
	���� 	�� �� 1970. ���� &��	�	 5, �
��
�, �	�	��-
����� ��
 
���
�����	
 �
	������
�
�
� 	�� ���
-
��� 
� ���
���.

(�) B����� �
	 ��	��
�� �!�
�
� �	�
������
��� �
	 ��
��
��� �
	� �����	��
��	� 
�
� "���
�	�	���
���
&��
�����.

(�) T
 	��
���
�����
 � ���
� ��� �	�
�����
��� ��-
���	�;

(�) B����� �
	 ��	��
�� �!�
�
� �	�
������
���
�
	 �� ��
��� �
	� �����	��
��	� 
�
� ���������
-
��� &��
�����.

(�) &�� 	�!����	
 �
� ������	 � ��
� 	!�	, 
�
� "�-
��
�	�	���
��� � 
�
� ���������
��� &��
�����;

Πίνακας 4 Mέσο ετήσιο εισόδηµα 

οικοδόµων

E����� 
�����	�
���� (�
 ��
����)

1980 22.033
1985 27.581
1988 30.466
1989 31.465
1990 32.836

Πίνακας 5 Mέση τιµή µονοκατοικίας

B��
�������
��� K
����������
���� (�
 ��
����) (�
 ��
����)

1970 25.200 20.100
1975 39.300 30.100
1980 60.800 51.900
1985 88.900 58.900
1990 141.200 74.000

�
��: National Association of Realtors�, Home Sales Year-
book (Washington DC, 1990).

�
��: U.S. Bureau of Economic Analysis.

T T
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���	� �!	����	
 	�� ��� �
�� �
	� �����. T� 
����� "�	
��� ��� ��-
���, b �!	����	
 	�� �� ��������, e Ø � �����, I �!	����	
 	�� �� ��
-
���
�, r O��������� �
� ���	"����� b �	
 I 
�����	��
� 	
���
����,
	��� �	��������	
 	�� �
� �
��� ��� ���	"����� e �	
 r, 	�� �
� ����-
�� �!	�����	
. T
� ���	"����� e �	
 r �
� �	����� ��
������
� 	
��-
�
����.

$�	� �	���	� ��� 	��

��
����
 
� ���� 
��
���� ���� 
������ �-
�	 �	
 ���� 
��
���� ����
�� ����� 
������ ��������	
 ������
�
.
T	 
��
���	 ��� ���� 
������ ��� �������� �	 ���	
 ����
�� �� �	

��
���	 ��� �����. M
	 
������
� ���	
 
	� �
	 ���	�� ��� 	��
-

��
����
 �
	 ���	�
�� �!��� 
� ���� ��
������ ��
���. O
 ��
���

	�������� �� �
��� ����	�� ��� 
������
��Ø �
 �!���
 	�������� ��
�
��� ��	!� ��� (����	 8).

������	 �� ��� ��

�� 	����, D ���	
 �� ����� ��

��� ��� 
��-
	���
��� �	
 R ���	
 ��	 
����� ��� �������� �
� �
��� (����	 9).

E�� �	
 ����

� 	
����, � E�"���� �	���	�
��� Leonhard Euler

����	"� ��	� 
��"��
�� ����� ����
�� ��
 «� y ���	
 �
	 
������-

� ��� x»:

y � f(x) ,

��� �	 �����
 �	 �
	"����	
 �� «y �
�� f ��� x». O 
��"��

��� 	����
�	� ��
�����
 �	 	�	�����	
�� 
� �
	�����
��� 
��	���
�
� 	���-
����	� 	���� �	 �����	�	 �� �	 ����	 �
� 	�	�	�

�����. *
	 �	 ��-
��
���� ��
 �� 
����� "�	
��� b ��� ����� ���	
 
������
� ��� ���-
������ e, �������� �	 �������� b � f (e) . *
	 �	 ����
���� ��
 �� ��-
"	��� A ���� ������ ���	
 
������
� ��� 	����	� r, �������� �	 ���-
����� A � A(r) , 
��"�������	� �� 
������
� �	
 ��� �!	������� ��-
�	"���� �� �� ��
� �����	. 

M� ��� 
��"��

�� y � f (x) �������� ���
�� �	 ����
���� 
��-
����
����� �
��� �
	� 
������
��. $�

, �
	 ��� �
�� ��� f 
�� a ���-
����� �	 �������� f (a) , �� ����� �
	"����	
 �� « f ��� a».

Παράδειγµα  1 H συνάρτηση εµβαδού του κύκλου 

H 
������
� ��� ��"	��� ������ A(r) � pr2 ���
 �� ����� ��

���
��� �� 
����� ���� ��� ���	��� 	������, ���	�� �� 
����� ����
��� ���
��� ��	��	�
��� 	�
����. T� ����� �
��� ���	
 ���
�� ��

����� ���� ��� ���
��� ��	��	�
��� 	�
����. 

H �
�� ��� 
��	���
��� A 
�� r � 2 ���	
 

A(2) � p(2)2 � 4p

T� ��"	��� ���� ������ 	����	� 2 

���	
 �� 4p .

 .

 .
 , ,
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ΣΧΗΜΑ 8 $�	 «���	�

�
��» �
�-
��	��	 �
	 �� 
������
�.

x

G�
����
(����� ��

���)

f
$!����

(����� �
���)

f (x)

Oρισµός Συνάρτηση
"�������� 	�� ��	 
����� D 
� ��	 
����� R ���	
 ��	� �	��-
�	� ��� 	��

��
����
 ��	 ���	�
�� 
��
���� ��� R 
� ���� 
��
-
���� ��� D .

ΣΧΗΜΑ 9 (	) M
	 
������
� 	�� �� 
����� D 
�� 
����� R (") M
	 �
 
�-
�����
�. H 	��

����

� 
� 
��
���	 ��� R ��� ���	
 ���	�
��.

 .

 \� 
����� R ���
���
 
            �
� �
���

           D ���	
 
�� ����� ��

���

(	)

D R

(")

Βιογραφικά στοιχεία

Leonhard Euler 
(1707-1783)
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Πεδίο ορισµού και πεδίο τιµών
��� &	����
��	 1, �� ����� ��

��� ��� 
��	���
��� �����
�	
 
�
����
�� ������ ���
��

��: � 	��!������ ���	"���� ���	
 � 	����	
��� ������ � ����	 �����
 �	 ���	
 ���
��. %�	� �������� ��	 
����-
��
� y � f (x) ��
� ����
�� ����� �	
 �� ����� ��

��� ��� 	�	����-
�	
 ���� � ��� ���
������	
 �� ��� ��	������, �	 ���������� ��
 	��-
������	
 	�� �� ���	������ 
����� �
��� ��� x �
	 �
� ������ � �����
����
 ��	��	�
��� �
��� �
	 �� y Ø �����
�	
 �
	 �� �������� ������ �
-
��� ����	��. E�� ��
������� �	 ���
���
���� �� ����� ��

��� �� ��-
��
�� �����, �	 �����
 �	 �� ����
����. *
	 �	����
��	, �� ����� �
-
��� ��� 
������
�� y � ���	
 �� ������ 
����� ��� ��	��	�
���
	�
����.  &����
����� �	 ���
���
���� �� 
������
� 
�
� ���
��� �
-
��� ��� x �	 �������� «y � , x � 0 ».

&����� ��	��	�
��� 
��	���
�
� ��	��	�
��� ���	"����� �����
�
	 ����	 ��

��� �	
 �
��� �
	
���	�	, � 
����	
���� �
	
�������.
T	 �
	
���	�	 	��� ������ �	 ���	
 	��
���, ���

��, � ��
	��
���
(���. 	��
��� 	�� �� ��	 ����) (����	�	 10 �	
 11) �	��� �	
 �����	-

���	 � ���
�	 (����	 12).

T	 	��	�	 
����	 ���� �
	
���	��� �	�����	
 ��������� ��	
��.
A�������� �	 ������ ��� �
	
���	���. T	 �����
�	 
����	 ���	
 
��-
�
���� ��	
��, �	
 	�	������� �� 
���
���� ��� �
	
���	���. '
	-

���	�	 ��� ���
����� ��	 �	 
����
	�� ���� 
����	 ���	
 �

����.
'
	
���	�	 ��� ��� ���
����� �	���	 
����
	�� 
����� ���	
 ����-
#��. K��� 
����� ���� 	��
���� �
	
���	��� ���	
 
����� �
����
��
��� �
	
���	���.

Παράδειγµα 2 Προσδιορισµός πεδίων ορισµού και τιµών

E�	�����
	�� �	 ����	 ��

��� ��� �	�	���� 
��	���
���:

"�������� %. ����	�� (x) %. ��	!� (y)

[0 , �)

y � 1 x (��, 0) � (0 , �) (��, 0) � (0 , �)

[0 , �) [0 , �)

(��, 4] [0 , �)

[�1 , 1] [0 , 1]

Λύση O ����� ����
 ��	��	�
��� �
��� y �
	 ���� ��	�-
�	�
�� 	�
��� x, �
 ��

 �� ����� ��

��� ���	
 �� (��, �) .

O ����� y � 1 x ����
 ��	��	�
��� �
��� y �
	 ���� ��	��	�
�� x
����� ��� x � 0. !�� �������� �� ����������� 
������ ������ �� �� 0.

 / 

y � x2

y � �1 � x2

y � �4 � x

y � �x

 / 

(��, �)y � x2

x2
 ,

x2
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x
a

���"��

���:  a      x     b≤ ≤ � [ a , b]

%���	:      7��

�� �
�
���	 a b

b

x
a

���"��

���:  a < x < b  � ( a, b)

%���	:  @��
��� �
�
���	 a b

b

���"��

���:  a     x < b � [ a, b)

x
a

���"��

���:  a  < x     b

≤

≤ � (a , b]

b

x
a

7��

�� 
��     �	
 	��
��� 
�� a b

b

@��
��� 
��     �	
 ���

�� 
��a b

ΣΧΗΜΑ 10 A��
��� �	
 ���

��
�����	
���	 �
	
���	�	.

ΣΧΗΜΑ 11 H�
	��
���  �����	
��-
�	 �
	
���	�	.

x �  b  � (– , b	 ]���"��

���:

x �  b  � (– 	 , b)���"��

���:

a �  x � [a, 	 )���"��

���:

a �  x  �  ( a, 	)���"��

���:

– 	 	 �  x � ���"��

���:

0

a

a

b

b

� ( – 	 , 	 )

≤

≤

\� ������ 
����� ��� 
��	��	�
��� 	�
����

%���	:

\� 
����� ��� 	�
���� ��� ���	
 
���	������
 ��� a

%���	:

\� 
����� ���  	�
���� ��� ���	
 
���	������
 � �
�
 ��� a

%���	:

\� 
����� ��� 	�
���� ��� ���	
 
�
�������
 ��� b

%���	:

\� 
����� ��� 	�
���� ��� ���	
 
�
�������
 � �
�
 ��� b

%���	:

ΣΧΗΜΑ 12 I��
�	 �
	
���	�	: �	�
-

������	
 �� «	������» ��� �������-
��	
 
�� ���
�� ���� 
��� �!��	
��� 	�
����. O ��
�� � �!��	� 	��-
����� ���
�� ��	 ���
�� �
�
���	.
T� 
��"��� � (���
��) ���

��-
��
���	
 ���� �
	 ������	· ��� 
�-
�	���
 ��
 ������
 	�
���� � .



O ����� ����
 ��	��	�
��� �
��� �
	 �� y ����� ��	� �� x ��-
�	
 ���
�� � �����. 

O ����� ����
 ��	��	�
��� �
��� �
	 �� y ����� ��	� ��
4 � x ���	
 ���	������ � �
� ��� �������. $�

, 0 � 4 � x � x � 4.

O ����� ����
 ��	��	�
��� �
��� �
	 �� y �
	 ���� �
��
��� x 
�� ���

�� �
�
���	 	�� �1 �� 1. $!� 	�� �� �
�
���	 	�-
��, �� 1 � x 2 ���	
 	����
�� �	
 � ����	���
�� ��� ���	 ��� ���	

��	��	�
��� 	�
����. T� ����� ��

��� ���	
 �� �
�
���	 [�1, 1] .

Επισκόπηση και ερµηνεία γραφικών παραστάσεων
T	 
����	 (x y) 
�� ������� ��� ����� �� 
�����	������ �	 ����� �
-
��� �

����-�!���� �
	� 
��	���
��� y � f(x) 	�	������� �� �������
��������� (� �����	�) ��� 
������
��. H ��	�
�� �	��
�	
� ���

��	���
��� y � x � 2 , �
	 �	����
��	, ���	
 �� 
����� ��� 
������
�� 
�����	������ (x y) �
	 �	 ����	 y � x � 2 .

%�	� �	�	
�������� ��	�
��� �	�	
��
�
� �� ����"
 �	
 �	���,
���
����	
 �	 	�	���!��� ��!
����	 
�� �������
. %�	� ���
 �	������
�� ������	 
� ������

��, ���� ���
	��
	
�� ��!
����	 
��� ����
�-
�
�
.

K	��� �	 	������� ����
��	 �	 ����
�� 
�	������
 
�� �	 �
	���-
���� ���� �
	 ��	�
�� �	��
�	
� ���	
 �	��� 
���
	
����. #	 �����

�	 ��������� �
� "	

��� 
��	���
�
�, �
� ��	�
��� ���� �	�	
��
�
�,
�	
 �� ��� �
 ������	��� ����������	
 	� 	���!��� �
 �!

�
�
� ���

��	���
���.

H 
����	
� �� ������

�� ����������� ��	� � ���������
	 ��	�
-
�� 
������
� ��� ���	
 	��
"�� � ���	
 �	��	
����. ������� ���
 ��-
��
� �������	
 
� ���
��

���� 
��� 	����
� �
���	� ��� ������ ���
������

�
��� �	� 
�
���	���.

Παράδειγµα 3 Πότε αποτυγχάνει η σχεδίαση µε υπολογιστή 

B����� �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ��� 
������
�� y � f (x) �
.

Λύση H ��	�
�� �	��
�	
� ��� f 
�� ����	 13	 ������
 �� ��-
��� ��

��� ��� f �� �
�
���	 ���	!� ��� �2 �	
 ��� 2, ��� �� �����
�
��� ��
���
 �	 ���	
 ����
� �����	
���� �
�
���	. T� �������

�����	
�	 ���	
 	������
�	 �	��� 
����	
�� �� ������

��, ��-
����� ��� ��	��������� 	���"�
��.

A
�
����� 
��
���

H ��
����	 4 � �����
 �	 ���	
 ���	������ ��� �������.

$�

, �	 

���
 �2�x �2, �	
 �� ����� ��

��� ���	
 �� (�2, 2) .

 x2 � 4

 4 � x2 � 0

x2

1 / �4 � x2

 ,

 ,

y � �1 � x2

 ,
y � �4 � x

y � �x

132. Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις

∆εξιότητες θέασης γραφικών παραστάσεων

Bήµα 1. E�������� 	� � ��	�
�� �	��
�	
� ���	
 ���
��-
�	���.

Bήµα 2. E���������� ��	 �	 ���
	 �	�	����

�
�� ���. 

Bήµα 3. E���������� �	 �	�	����

�
�� 	���.

Bήµα 4. A���	
���	
�� �
	 �� 	� �	
 
� ��
� 
����� 	��-
�������
 � 
����	
� �� ������

��. 

ΣΧΗΜΑ 13 (	) A���������� 
����	-

� �� ������

��. (") M
	 	��
"�-

���� ��	�
�� �	��
�	
� ��� 
�-
�����
�� . (&	��-
��
��	 3)

y � 1 / �4 � x2

[–4, 4] ��� [–2, 4]

(	)

y =
4 –x2√
1

x

y

1

2

4

6

2–1–2

y � 

(")

1—–—–—
4 � x2√



H ����

�� �
�� ��� f ���	
 1 2 �	
 ��������
 ��	� x � 0 . O
 �
���
��� f 	�!�����	
 �	�	�����	 �	��� �� x ���
������
 ��� �
�� 2 	��
	�

����, � ��� �
�� �2 	�� ��!
�, ���� �	����	
 
��� �	�	���� ���	-
�	 (���� �	 ������	 ����� 
����������
���� 
� ���	 ���	�
�� ����	).

x 
1,99 
1,999 
1,9999 
1,99999

f(x) 5,006 15,813 50,001 158,114

T� ����� �
��� ��� f ���	
 �� �
�
���	 [0,5 , �).

��� ����	 14 "������� �
� ��	�
��� �	�	
��
�
� ���
��� �����-
������ �������� ��� x ��� 	�	����� 
���� 
�� ������ ��� 	��
��-

�
��� ���

���. H ������
� ��� ���
��� 
���	��� ��� ��	�������
	���� �	 
	� "����
�
 �	 �
	������� ���� 	���������
 � ������

�
-
�� 
����	
�. ��	 �	�	���� �	 ����� �
� ��	�
��� �	�	
��
�
� �	
 ��-
��� ����� 
��	���
���. 

 / 
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x

y

0 1

1

x � 0&���� ��

���:  
&���� �
���:    y � 0

y � 
1–x

x

y

0 1

1

y � 
3√ x

–	 � x � 	&���� ��

���:  
&���� �
���: –	 � y � 	

1
x

y

0

y � √ x

1

     x � 	&���� ��

���:  0
&���� �
���:    0     y � 	

≤
≤

1
x

y

0

1

y � x3/2

     x � 	&���� ��

���:  0
&���� �
���:    0     y � 	

≤
≤

x

y

0 1

1

y � x2/3

–	 � x � 	&���� ��

���:  
&���� �
���:       0    y � 	

x

y

0 1

1

y � x3

–	 � x � 	&���� ��

���:  
&���� �
���: –	 � y � 	

x

y

0 1

y � x 2

1

– 	 	
	

 � x � &���� ��

���:  
&���� �
���:       0  y � ≤

≤

1
x

y

0

1

x � 0&���� ��

���:  
&���� �
���: y � 0

y � 
1—
x2

x

y

&���� ��

���:–	 � x � 	
&���� �
���:   –	 � y � 	

y � mx �
	 �
������ �
��� ��� m

1–
3

–

–1

–2
3

1

1–
2
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��� �	�	
��
�
� ���
��� ���

��� 
��	���
��� �������� ��� x.



Aύξουσες και φθίνουσες συναρτήσεις
A� � ��	�
�� �	��
�	
� �
	� 
��	���
��� ��������� � ���"������ �	-
��� ��� �	�	������� 	�� 	�

���� ���� �	 ��!
�, ���� ���� ��
 � 
��-
����
� ���	
 ��#����. A�, ���
, � ��	�
�� �	��
�	
� 
��������� � ��-
�
����� 	�� 	�

���� ���� �	 ��!
�, ���� ���� ��
 � 
������
� ���	

��������. ���� E�����	 3.3 �	 ��
���� 	�
������ ��

���� ��� 	�-
!��
	� �	
 ��� ������
	� 
��	���
���. E��� �	 ������� ��� �	 "��-
���� �	 �
	
���	�	 
�	 ����	 �
	 
������
� ���	
 	�!��
	 � ������-

	. E�� �	�	������� ���
�� �	�	�����	�	 	�� �� ����	 14.

"�������� A������ ��� &������� ���

y � 0 � x � � �� � x � 0

y � �� � x � � &������

y � 1 x &������ �� � x � 0, 0 � x � �

�� � x � 0 0 � x � �

0 � x � � &������

0 � x � � �� � x � 0

Άρτιες και περιττές συναρτήσεις: συµµετρία
O
 ��	�
��� �	�	
��
�
� ������ �	
 �������� 
��	���
��� �	���

-
����� �	�	����

�
��� 
���������.

O
 ���
 «���
	» �	
 «���
���» ���������	
 	�� ������
� ��� x A� ��
y ���	
 �
	 ���
	 ���	�� ��� x �.�. 	� y � � y � , ���� �	 ���	
 �	

���
	 
������
� ��� x (	��� (�x)2 � �	
 (�x)4 � ) . A� �� y ���	

�
	 ���
��� ���	�� ��� x , �.�. 	� y � x � y � , ���� ���	
 �	
 ���
���

������
� ��� x (	��� (�x)1 � �x �	
 (�x)3 � � ) .

H ��	�
�� �	��
�	
� �
	� ���
	� 
��	���
��� ���	
 ��		
�����
�� ���� ��� ����� y. E��
�� f (�x) � f (x) , ��	 
����� (x y) �	 	����


�� ��	�
�� �	��
�	
� 	� �	
 ���� 	� �	
 �� 
����� (�x y) 	����


� 	���� (����	 15	). 

H ��	�
�� �	��
�	
� �
	� ���
���� 
��	���
��� ���	
 ��		
-
����� �� ���� ��� ��#�. E��
�� f (�x) � �f (x) , ��	 
����� (x y) 	��-
��
 
�� ��	�
�� �	��
�	
� 	� �	
 ���� 	� �	
 �� 
����� (�x �y)
	����
 
� 	���� (����	 15"). I
����	�	, �
	 ��	�
�� �	��
�	
� ��-
�	
 
������
�� �� ���� ��� 	��� ��� ���

��������� ���� ��� 	���
�	�� 180� 
�������
 �� ��� �	��� ���.

Παράδειγµα 4 Aναγνώριση άρτιων και περιττών συναρτήσεων

f (x) � I��
	 
������
�: (�x)2 � �
	 ���� x Ø


�������	 �� ���� ��� �!��	 y.

f (x) � � 1 I��
	 
������
�: (�x)2 � 1 � � 1 �
	 ���� 
x Ø 
�������	 �� ���� ��� �!��	 y (����	 16	).

f (x) � x &��
��� 
������
�: (�x) � �x �
	 ���� x Ø


�������	 �� ���� ��� 	���.

x2x2

x2x2

 ,
 ,

 ,
 ,

x3
x3

x4x2
x4x2

 ,
 .

y � x2 / 3

y � �x

y � 1 / x2

 / 

x3

x2
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Oρισµός Άρτια συνάρτηση, περιττή συνάρτηση
M
	 
������
� y � f (x) ���	


����� ��������� ��� x 	� f (�x) � f (x) ,
�
����� ��������� ��� x 	� f (�x) � �f (x) ,

�
	 ���� x ��� 	����
 
�� ����� ��

��� ��� 
��	���
���.

x
O

y � x2

(x, y)

(	)

(–x, y)

x

y

y

O

y � x3

(x, y)

(")

(–x, –y)

ΣΧΗΜΑ 15 (	) H ��	�
�� �	��
�	
�
��� y � (���
	 
������
�) ���	


������
�� �� ���� ��� �!��	 y.
(") H ��	�
�� �	��
�	
� ��� 
�-
�	���
��� y � (���
���) ���	


������
�� �� ���� ��� 	��� ���
	!����.

x3

x2



f (x) � x � 1 M� ���
���: f (�x) � �x � 1, 	��� 

�f (x) � �x �1. H 

����	 ��� 

���
 �����.

M� ���
	: (�x) � 1 � x � 1 �
	 ���� x � 0 
(����	 16").

E��	
 ���

�� �	 �������� �	 	�	���������� ���
�� �	
 ���
����

��	���
�
�. $�

, 	� ���������� �� ��	�
�� �	��
�	
� �
	� ����
	�

������
�� 
�� ��	 ������ ��� �!��	 y, 	�������� �� ���������� �	


��� ���� ������ ��� �!��	.

Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τµήµατα (ή τµηµατικά
οριζόµενες συναρτήσεις)
M������� �	 ���
���� 
��	���
�
� ��	�������	� �
	�����
���� ��-
���� 
� �
	�����
�� ����	�	 ��� ������ ��

���.

Παράδειγµα 5 Σχεδιάζοντας συναρτήσεις που ορίζονται κατά
τµήµατα

����
�
�� ��� 

Λύση O
 �
��� ���  f ������	
 	�� ���
� �
	�����
���� ������: 
y � �x ��	� x � 0, y � ��	� 0 � x � 1, �	
 y � 1 ��	� x � 1.
&����
�	
, �
��
�, ��� ��� 
�� ���
 ������
�
 �� ����� ��

��� ��
������ 
����� ��� ��	��	�
��� 	�
���� (����	 17).

Παράδειγµα 6 Πώς γράφεται µια συνάρτηση που ορίζεται κατά
τµήµατα

*����� ��� ���� ��� 
������
�� y � f (x) ��� 	��������	
 	�� �	
��� ������	��	 ����	�	 ��� ����	��� 18.

Λύση H ������� ��� 	���������� ���	
 �	 "����� ���

���� ������
�
	 �	 ������	��	 ����	�	 ��� �������	
 	�� �	 
����	 (0, 0), (1, 1)
�	
 (1, 0), (2, 1), �	
 �	 ���� 
�����
���� ���� 
�� &	����
��	 5.

x2

 y � f(x) � � 
�x ,    x � 0

x2 ,    0 � x � 1
1 ,     x � 1 .
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x

y

0

1

y � x2 � 1

y � x2

(	)

x

y

0

1

–1

y � x � 1

y � x

(")

ΣΧΗΜΑ 16 (	) &��
������	� ��� 
�	���� ��� 1 
�� 
������
� y � ,
� �	
����
	 
������
� y � � 1 �	�	����
 ���
	, �� ��	�
�� �	��-

�	
� 
������
�� �� ���� ��� �!��	 y. (") &��
������	� ��� 
�	��-
�� ��� 1 
�� 
������
� y � x � ���������
	 
������
� y � x � 1
��� ���	
 ����� ���
���. H 
�������	 �� ���� ��� 	��� ���
 	����-

���. (&	����
��	 4)

 ,

x2
x2

[–3, 3] ��� [–1, 3]

y =
–x,   x < 0
  x2, 0 ≤  x ≤ 1
  1,   x > 1

ΣΧΗΜΑ 17 H ��	�
�� �	��
�	
�
�
	� ����	�
�� ��
������� 
��	�-
��
���. (&	����
��	 5)



T� 
������		� �	�	� ��� �� (0, 0) ��� �� (1, 1) H �����	 ��� �
��-
���	
 	�� �	 (0, 0) �	
 (1, 1) ���
 ���
� m � (1 � 0) (1 � 0) � 1 �	

���	����� b � 0. H �����	 	��� ���
������	
 	�� ��� �!�
�
� ���-

���-���	������, y � x T� ������	��� ����	 	�� �� (0, 0) ��� ��
(1, 1) ��� ���
���
 �� 
����� (0, 0) 	��� ��
 �� (1, 1) , ���	
 �� ���-
���	 ��� 
��	���
��� y � x, ���� �� x ���
������	
 
�� ��
	��
-
��� �
�
���	 0 � x � 1. '��	��,

y � x 0 � x � 1 .

T� 
������		� �	�	� ��� �� (1, 0) ��� �� (2, 1) H �����	 ��� �
��-
���	
 	�� �	 (1, 0) �	
 (2, 1) ���
 ���
� m � (1 � 0) (2 � 1) � 1 �	

�
�����	
 	�� �� (1, 0) . H 	���
��
�� �!�
�
� 
������-���
��� �	
���	
 

y � 1(x � 1) � 0 , � y � x � 1 .

T� ������	��� ����	 	�� �� (1, 0) ��� �� (2, 1) ��� ���
���
 	���-
���	 �	 	��	�	 
����	 ���	
 �� ������	 ��� 
������
�� y � x � 1,
���� �� x ���
������	
 
�� ���

�� �
�
���	 1 � x � 2. '��	��,

y � x � 1 , 1 � x � 2 .

T	�	������ ����� ����������	� ���� ������ �
	 �	 ��� ����	�	 ���
��	���	���, �	�"������

H συνάρτηση απόλυτης τιµής
H ��������� ���
���� ��	�� y � � x � ������	
 �	�� ����	�	 ��
� ���
�����

H 
������
� ���	
 ���
	, �	
 � ��	�
�� ��� �	��
�	
� (����	 19)

������
�� �� ���� ��� �!��	 y. '�������� ��
 �� 
��"��� ����-
��
 �� �
 ���
��
� ����	���
�� ���	 ��� a �������� �	 ���

����
-
�
���� �	
 ��� ��	��	��
�� ��

��

 .� x � � �x2

 ,
�a

� x � � ��x ,
x ,
    x � 0

    x � 0 .

f(x) � �x ,
x � 1 ,

    0 � x � 1
    1 � x � 2 .

 / 

 ,

 .

 / 
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x

y

1

1

y � f (x)

0 2

(1, 1) (2, 1)
ΣΧΗΜΑ 18 T� 	�

���� ����-
��	��� ����	 ���
���
 �� 
�-
���� (0, 0) 	��� ��
 �� (1, 1) .
T� ��!
� ������	��� ����	 ��-
�
���
 �	
 �	 ��� 	��	�	 ���

����	. (&	����
��	 6)

#�������� ��
 . M�� ���-
���� ��
��� �	�� ���� 	�
��������� ��� ��
 a � 0 .

�a 2 � a
�a 2 � � a �

I������
� ���
���� ��	!�

1.

2.

3.

4. � a � b � � � a � � � b �

� a
b � � 

� a �

� b �

� ab � � � a � � b �

� �a � � � a �

x

y

0 1

1

3

2

2 3–1–2–3

y � xy � –x

y � �x�

ΣΧΗΜΑ 19 H 
������
� 	��-
����� �
��� ���
 ����� ��
-

��� �� (�� , �) �	
 �����
�
��� �� [0 , �) .



Πώς µετατοπίζουµε µια γραφική παράσταση
&����
����� �	 ���	����
���� �� ��	�
�� �	��
�	
� �
	� 
��	���-

��� y � f (x) ���� �	 ����, ���
������� �
	 ���
�� 
�	���� 
�� ��-
!
� ����� ��� ����� y � f (x) .

*
	 ���	���

� ���� �	 ����, ���
������� �
	 	����
�� 
�	����

�� ��!
� ����� ��� ����� y � f (x) .

Παράδειγµα 7 Kατακόρυφη µετατόπιση γραφήµατος

&��
������	� �� �����	 
�� ��!
� ����� ��� ����� y � �	�����-
�� y � � 1, ����� �� ������	 ���	�������	
 ���� �	 ���� �	��
��	 �����	 (����	 20). &��
������	� �� �2 
�� ��!
� ����� ��� ��-
��� y � �	������� y � � 2, ����� �� ������	 ���	�������	

���� �	 ���� �	�� ��� ������� (����	 20).

*
	 �	 ���	����
���� �� ������	 ��� y � f (x) ���� �	 	�

����, ���-

������� �
	 ���
�� 
�	���� 
�� x *
	 ���	���

� ���� �	 ��!
�,
���
������� �
	 	����
�� 
�	���� 
�� x

Παράδειγµα 8 Oριζόντια µετατόπιση γραφήµατος

&��
������	� �� 3 
�� x, ���� y � , �	������� y � (x � 3)2 , �	

�� ������	 ���	�������	
 ���� �	 	�

���� �	�� ���
� �������
(����	 21). &��
������	� �� �2 
�� x, ���� y � , �	�������
y � (x � 2)2 , �	
 �� ������	 ���	�������	
 ���� �	 ��!
� �	�� ���
������� (����	 21).

x2

x2

 .
 .

x2x2

x2
x2
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x

y

0 2

1

–2

y � x2 � 2

2

–1

–2

y � x2

y � x2 � 1

y � x2 � 2

2 �������

1 �����	

ΣΧΗΜΑ 20 *
	 �	 ���	����
���� ��
������	 ��� f(x) � ���� �	 ����
(� ���� �	 ����), ���
������� ��-
�
��� (� 	����
���) 
�	����� 
���
���� ��� f .

x2

&��
������� 
�
	 ���
��

�	���� 
�� x.

&��
������� �
	 
	����
�� 
�	���� 

�� x.

x

y

0 2

1

–3 1

y � (x � 3)2 y � x2 y � (x � 2)2

ΣΧΗΜΑ 21 *
	 �	 ���	����
���� �� ������	 ��� y � ���� �	 	�
-

����, ���
������� �
	 ���
�� 
�	���� 
�� x *
	 ���	���

� ����
�	 ��!
�, ���
������� �
	 	����
�� 
�	���� 
�� x .

 .
x2

T���� 	
���������

K@\@79`bjG� PG\@\9&q�Gq�

y � f (x) � k M��	������
 �� ������	 k ������� ����
	� k � 0

M��	������
 �� ������	 �k � ������� 
���
	� k � 0

9`qv9x\qG� PG\@\9&q�Gq�

y � f (x � h) M��	������
 �� ������	 h ������� 
�������� 	� h � 0

M��	������
 �� ������	 �h � ������� ��#��
	� h � 0



Παράδειγµα 9 Συνδυασµός µετατοπίσεων

B����� �	 ����	 ��

��� �	
 �
���, �	
 
���
�
�� �� ��	�
�� �	-
��
�	
� ��� 
������
�� f (x) � �x � 2 � � 1.

Λύση T� ������	 ��� f ���	
 	��� ��� 
������
�� 	������� �
���
���	���

���� �	�� 2 ������� ��
����
	, �	
 
������
���	 ���� �	
��!
�, �	
 �	�� 1 �����	 �	�	�����	 ���� �	 ���� (����	 22). T�
����� ��

��� ��� f ���	
 �� (��, �) , ��� �� ����� �
��� ��� ���	

�� [�1, �) .

Σύνθετες συναρτήσεις
A� �����
���� ��
 ���
��� 	�� �
� �!����� (�
���) �
	� 
��	���
��� g
������� �	 ���

����
����� �� ��
���
 �
	� ����� 
��	���
��� f
M������� ���� �	 
����
���� �
� g �	
 f �	
 �	 �	�	
����
���� �
	
��	 
������
� ��� ����	� �
 ��
���
 x ���	
 �
 ��
���
 ��� g, ��� �

�!���� ��� ���	
 �
 	�
���� f(g(x)) , ���� �	����	
 
�� ����	 23. +���
���� ��
 � 
������
� f(g(x)) (�
	"����	
 «f ��� g ��� x») ���	
 � ���-
�
�� ��������� ��� g ��� f . H 
������
� 	��� �	�	
����
���� �����-
�����	 �
� g �	
 f �� ����� �	�� 
�
�� ��	������ ��� g �	
 ������� ���
f. O 
������ 
��"��

��� �
	 �� 
������ 	��� 
������
� ���	
 f � g
�	
 �
	"����	
 «f ��� g». H �
�� ��� f � g 
�� x ���	
 ( f � g)(x) � f(g(x)) .
����
�
�� ��
 � 
��"��

��� f � g ������
 ��
 ����	 ��	�������� ���
g 
�� ���	"���� �

���� x, �	
 �	���
� ��� f

Παράδειγµα 10 Θεωρώντας µια συνάρτηση σύνθετη

H 
������
� 
�� &	����
��	 2 ������ �	 �
����� ��
�
	 	��������	 ��� "������, ���� 
�� ����� ����������	
 �� 1 �
�	
 
�� ������� �!����	
 � ����	���
�� ���	 ��� ������ 	������-

�	���. H 
������
� y ���	
 � 
����
� ��� g(x) � 1 � �	
 ���

. ����
�
�� ��
 � ��
����	 1 � ��� ������ �	 ���	
 	�-
���
��. T� ����� ��

��� ��� 
������� 
������
�� ���	
 ��
��� ��
�
�
���	 [�1 , 1] .

Παράδειγµα 11 Τύπος και τιµή σύνθετης συναρτήσεως 

B����� ��	� ���� �
	 ��� f (g(x)) 	� g(x) � �	
 f (x) � x � 7. K	��-
�
� �������
�� ��� �
�� f (g(2)) .

Λύση *
	 �	 "����� ��� f (g(x)) , 	��
�	�

����� �� x 
��� ����
f (x) � x � 7 �� ��� ����	
� ��� �����	
 �
	 ��� g(x) .

$��
�	 ������������ ��� �
�� ������	� ���� x �� 2.

.f(g(2)) � (2)2 � 7 � �3

f(g(2))

  f(g(x)) � g(x) � 7 � x2 � 7

 f(x) � x � 7

x2

x2f(x) � �x
x2

x2
y � �1 � x2

 .

 ,

 .
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[–4, 8] ��� [–3, 5]

y = | x – 2| –1

ΣΧΗΜΑ 22 T� �	������ 
����� ���
��	���	��� ��� f(x) � �x � 2 � � 1
���	
 �� (2, �1) . (&	����
��	 9)

x
g

g(x)
f

f (g(x))

ΣΧΗΜΑ 23 '�� 
��	���
�
� �������
�	 
�������� 
�� x, ���
�� � �
��
��� ������ 
��	���
��� 
�� x
	����
 
�� ����� ��

��� ��� ���-
�����. H 
������ 
������
� 
��-
"������	
 �� f � g .



AΣKHΣEIΣ 2

Eύρεση τύπων συναρτήσεων
1. E����
�� �� ��"	��� �	
 ��� ��������� 

��������

��
����� 
��	���
�
 ��� ������ ������� x

2. E����
�� �� ����� ������� ����	����� 
��	���
�

��� ������ ��� �
	������ ��� d. K	���
� �����
�� ��
��"	��� ��� ����	����� 
��	���
�
 ��� ������ ���
�
	������.

3. E����
�� �� ����� ��� 	���� ��"�� 
��	���
�
 ���
������ ��� �
	������ ��� ��"�� d K	���
� �����
��
�� ��"	��� �	
 ��� ���� ��� ��"�� 
��	���
�
 ���
������ ��� �
	������. 

4. $�	 
����� P 
�� ����� ���	������
� 	����
 
��
��	�
�� �	��
�	
� ��� 
������
�� f(x) � . E�-
���
�� �
� 
�����	������ ��� P 
��	���
�
 ��� ���-

��� ��� �����	� ��� 
�����
 �� P �� ��� 	��� ���
	!����.

&�
	 	�� �	 �
	�����	�	 ��� A
��
��� 5 �	
 6 	����-
���� ��	�
��� �	�	
��
�
� 
��	���
��� ��� x �	
 ��
	
��
; A
�
�����
�� ��� 	�����
� 
	�.

5. (�) (�)

6. (�) (�)

Πεδία ορισµού και τιµών
��
� A
��
�
� 7-10, "����� �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� �
	
���� 
������
�.

7. (�) (�)

8. (�) (�)

9. 10.

Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις
����
�
�� �
� ��	�
��� �	�	
��
�
� ��� 
��	���
���
��� A
��
��� 11 �	
 12. &�
�� 
��������� (	� ��������)
�
	������ �	 ��	���	�	; 

11. (�) (�)

12. (�) (�)

13. ����
�
�� �
� �	�	���� �!

�
�
� �	
 �!���
�� �
	-
�� ��� 	�������� ��	�
��� �	�	
��
�
� 
��	���
���
��� x

(�) �y � � x (�) �

14. ����
�
�� �
� �	�	���� �!

�
�
� �	
 �!���
�� �
	-
�� ��� 	�������� ��	�
��� �	�	
��
�
� 
��	���
���
��� x

(�) �x � � �y � � 1 (�) �x � y � � 1

Άρτιες και περιττές συναρτήσεις
��
� A
��
�
� 15-20, 	���	������ �
	 �� 	� � ���� 
��-
����
� ���	
 ���
	, ���
���, � �����	 	�� �	 ���. 

15. (�) (�)

16. (�) (�)

17. (�) (�)

18. (�) (�)

19. (�) (�)

20. (�) (�)

Συναρτήσεις που ορίζονται κατά τµήµατα 
��
� A
��
�
� 21-24, (�) 
���
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	-

� ���� 
��	���
���. K	���
� "����� (�) �� ����� ��
-

��� �	
 (�) �� ����� �
��� ���.

21. (�) (�)

22. (�) (�)

23.

24.

25. Mάθετε γράφοντας T� 
������� �
	 
���
������ ��� ��
-
�����
 �	 ���
�
�������� 	� ��	 �	����� ���	
 � ��	-
�
�� �	��
�	
� ����
	� 
������
��, �
 ���
 ��
�!��: A� ���� �	�	������ �����	 ��� 	����
 
�� ���-
���� xy �����
 �
	 �������� �	����� 
� ��	 �� ����

�����, ���� � �	����� 	������� �� ��	�
�� �	��-

�	
� ����
	� 
������
��. E!���
�� �
	�� 	������

� ����
� 	���. 

26. Mάθετε γράφοντας $�	 
����� (x y) �	 	����
 
� �
	
�	����� ��� ���	
 ��������
� �	 ���	 ��� �#��� x, 	�
�	
 ���� 	� �	
 �� (x �y) 	����
 
� 	����. E!���
��
�
	�� �
	 
������
�� �� ���� ��� �!��	 x �	�����
��� ������ �	 ���	
 � ��	�
�� �	��
�	
� 
��	���
�-
�� ����� 	�� ��� y � 0 .

��
� A
��
�
� 27 �	
 28, ��
�� ��	� ���� ��� �	 �����

�	�� ����	�	 �� 
������
�.

 ,

 ,

f (x) � �x2 ,
x3 ,
2x � 1 ,

x � 0
0 � x � 1
x � 1

f (x) � �4 � x2 ,
(3 / 2)x � 3 / 2 ,
x � 3 ,

x � 1
1 � x � 3
x � 3

f(x) � �1 ,
�x ,

x � 0
x � 0

f(x) � �3 � x ,
2x ,

x � 1
1 � x

f (x) � 2� x � 4 � � 3f (x) � �� 3 � x � � 2

h(t) � 2� t � � 1h(t) � �t 2 � 3

h(t) � � t 3
 �h(t) � 1

t � 1

g(x) � x
x2 � 1

g(x) � 1
x2 � 1

g(x) � x4 � 3x2 � 1g(x) � x3 � x

f (x) � x2 � xf (x) � x2 � 1

f (x) � x�5f (x) � 3

 .

x2y 2

 .

y � �1
xy � �� x �

y � � 1
x2

y � �x3

g(z) � �3 z � 3g(z) � �4 � z 2

F(t) � 1

1 � �t
F(t) � 1

�t

f (x) � 1 � �xf (x) � 1 � x2

x

y

0
x

y

0

x

y

0
x

y

0

 ,

�x

 .

 .
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27. (�)

(�)

(�) (�)

28. (�)

(�)

(�) (�)

Mετατόπιση γραφικών παραστάσεων
29. A��

��
��
�� �
� �!

�
�
� (�) ��� (�) 
�
� ��
�
�

��� 
���
�����	
 
�� �	�	���� 
���	.

(�) (�) 

(�) (�)

30. T� 
���	 ������
 �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� y � � ,
���	���

���� 
� ��

��
� ���� ��
�
�. *����� �
	
�!�
�
� �
	 �	����	 	�� �
� ��

��
� ��	�
��� �	�	-

��
�
�.

��
� A
��
�
� 31-36 �������	
 �	�� ��
�� ������� �	

���� ��
�� �	������
�
� �����
 �	 ���	���

���� �
 ��	-
�
��� �	�	
��
�
� ��� �!

�
��� ��� ������	
. B�����
�
	 �!�
�
� �
	 ���� ���	���

���� ��	�
�� �	��
�	
�.
K	���
� 
���
�
�� �����
�	 
�� ��
� �
���	��	 ��
� ��
	��
�� �
� �	
 �	 ���	���

���	 ��	���	�	, �������-
��	� �� �	���	 �� ��� �!�
�
� ��� ��� 	��

��
���.

31. K��� 3, 	�

���� 2

32. A�

���� 1, ���� 1

33. '�!
� 1, ���� 1

34. '�!
� 3

35. y = (1/2) (x + 1) + 5 K��� 5, ��!
� 1

36. A�

���� 1

Σύνθετες συναρτήσεις
37. A� f(x) = x + 5 �	
 g(x) = x2 – 3, "����� �
� �	�	����

��
������:

(�) (�)

(�) (�)

(
) (��)

(�) (�)

38. A� �	
 g(x) � 1 (x � 1) , "����� �
� �	�	-
���� ��
������:

(�) (�)

(�) (�)

(
) (��)

(�) (�)

39. A� , �	
 , "����� �-
�	� ���� �
	 �	����	 	�� �
� �	�	���� 
��	���
�
�:

(�) (�) u( f(v(x)))u(v( f(x)))

f (x) � 1 / xu(x) � 4x � 5 , v(x) � x2

g(g(x))f( f (x))

g(g(2))f( f (2))

g( f (x))f (g(x))

g( f (1 / 2))f (g(1 / 2))

 / f (x) � x � 1

g(g(x))f ( f (x))

g(g(2))f ( f (�5))

g( f (x))f (g(x))

g( f (0))f (g(0))

x � y 2

y � ��x

y � x2 / 3

y � x3

x2 � y 2 � 49

x2

y � (x � 3)2 � 2y � (x � 2)2 � 2

y � (x � 2)2 � 2y � (x � 1)2 �4

t

y

0

A

2TTT–
2

–A

3T—
2

x

y

0

1
(T, 1)

TT–
2

x

y

1

2

(–2, –1) (3, –1)(1, –1)

x

y

3

1
(–1, 1) (1, 1)

–1
x

y

3

21

2

1

–2

–3

–1
(2, –1)

x

y

52

2
(2, 1)

t

y

0

2

41 2 3

x

y

0

1

2

(1, 1)
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x

y

3

20–1–2–3–4 1 3

2

1

#�
� 2 #�
� 1

#�
� 4

#�
� 3

(2, 2)(–2, 2)

(–3, –2)

(1, –4)

y

(1, 4)

(2, 0)

(–2, 3)

(–4, –1)

(") (	)

(�) (�)

x



(�) (�)

(
) (��)

40. A� , �	
 h(x) � 4x � 8 , "�����
��	� ���� �
	 �	����	 	�� �
� �	�	���� 
��	���
�
�:

(�) (�)

(�) (�)

(
) (��)

$
�� f (x) � x � 3 , , h(x) � , �	
 j(x) � 2x
��
� A
��
�
� 41 �	
 42, �����
�� ���� �����
	 
����-
��
� �� 
����
� �
	� � ���


������ 	�� �
� f g h �	

j

41. (�) (�)

(�) (�)

(
) (��)

42. (�) (�)

(�) (�)

(
) (��)

43. A��
������ �	
 
�������
�� ��� �	�	���� ���	�	:

g(x) f(x) ( f � g)(x)

(�) ;
(�) ; x
(�) 1 x ; x
(�) ; � x �

44. A��
������ �	
 
�������
�� ��� 	������� ���	�	:

g(x) f (x) ( f � g)(x)

(�) ;

(�) ;

(�) ;

(�) ;

(
) ; x

(��) ; x

45. T� 
���	 ������
 �� ������	 ��� 
��	���
��� f (x)
��� ���
 ����� ��

��� �� �
�
���	 [0 , 2] �	
 ����� �
-
��� �� [0 , 1] . B����� �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ���
�	�	���� 
��	���
���, �	
 
���
�
�� �����
�	 �
�
��	�
��� ���� �	�	
��
�
�.

(�) (�)

(�) (�)

(
) (��)

(�) (�)

46. T� 
���	 ������
 �� ������	 ��� 
��	���
��� g(t)
��� ���
 ����� ��

��� �� �
�
���	 [�4 , 0] �	
 �����
�
��� ��  [�3 , 0] . B����� �	 ����	 ��

��� �	
 �
���
��� �	�	���� 
��	���
���, �	
 
���
�
�� �
� ��	�
-
��� ���� �	�	
��
�
�.

(�) (�)

(�) (�)

(
) (��)

(�) (�)

Θεωρία και παραδείγµατα
47. Tο πρόβληµα του κώνου &���� ��	 ����
�� ������
 �	�-

�� 	����	� 4 cm, ���� �	����	
 
�� 
���	 (	). A��-
����� ��	� ����
�� ����	 ������ ��!�� x ��� ���-
���
 �	��
�� ��� 	����
��, ���
�� �
� ��� 	���� 
��-
�	������	� ���� 	����	� r �	
 ����� h ���� �	����	


�� 
���	 (").

(�) E!���
�� �
	�� � ���
����
	 ��� "�
�� ��� ��-
��� 

���	
 �� 8p � x

(�) E����
�� ��� 	����	 r 
��	���
�
 ��� x

(�) E����
�� �� ���� h 
��	���
�
 ��� x

(�) E����
�� ��� ���� V ��� ����� 
��	���
�
 ���
x

48. Bιοµηχανικό κόστος H ��	
���	 Dayton Power and Light,
Inc., �
	����
 ��	� 
�	��� �	�	����� ������
	� 
���
���	�� Miami, 
� 
����� ���� �� ������ ��� ���	���
���	
 240 m. H ���	��
�	
� �	
����
�� �	������

����
�� ��� 
�	���� �� ��� ���� � ����	 	����
 3
km �	�� ����� ��� ���	��� �	
 "��
���	
 
��� 	���-
���	 ����, 
��
����
 $600 �� ����� �
� ��� ���	���
�	
 $330 �� ����� �
� !���� (���. �	�� ����� ���
�����). 

(�) Y����
�� ��
 �� �	���
� ��������	
 	�� ��� 
�	��� ��-
��
 �� 
����� Q 
��� 	������	 ����, �� ����� 	����
 x
	�� �� 	��
�� 	���	��
 
��� 
�	��� 
����� P.

 .

 .

 .

 .

 ,

 .

�g(t � 4)g(1 � t)

g(t � 2)g(�t � 2)

1 � g(t)g(t) � 3

�g(t)g(�t)

�f (x � 1) � 1f (�x)

f (x � 1)f (x � 2)

�f (x)2 f (x)

f (x) � 1f (x) � 2

1
x

1 � 1x

x
x � 1

x
x � 1

�x2 � 5�x � 5

3xx � 2

�xx � 7

�x
 / 

1 � 1 / x

�x2 � 5�x � 5

y � �x3 � 3y � 2�x � 3

y � x � 6y � x9

y � x3 / 2y � 2x � 3

y � (2x � 6)3y � �(x � 3)3

y � 4xy � x1 / 4

y � 2�xy � �x � 3

 .
 , , ,

 .x3g(x) � �x

f (h(g(x)))f (g(h(x)))

g( f(h(x)))g(h( f(x)))

h( f(g(x)))h(g( f(x)))

f (x) � �x , g(x) � x / 4

f (v(u(x)))f (u(v(x)))

v( f(u(x)))v(u( f(x)))
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x

y

0 2

y � f(x)1

t

y

–2–4

–3y � g(t)

x

h

r

4 cm

4 cm

(	) (")

T



*����� ��� ���� �
	� 
������
�� C(x) ��� ����

�� ��
��� ���	��
�	
�� ��� �	������ 
��	���-

�
 ��� x

(�) j�
�!�� ��	� ���	�	 �
��� �����
����� �	 ���
-
�
���
��� 	� � ��	��
��� ��
���� ������
�	 ���

������ Q 	����
 �
������ � ���


����� 	��
600 m 	�� �� 
����� P

49. Άρτιες και περιττές συναρτήσεις

(�) T� �
������ ��� ���
�� 
��	���
��� ���	
 	�	-
�	����	 ���
	 
������
�; A
�
�����
�� ���
	�����
� 
	�.

(�) O�����, �
 ������ 
������
� ���	
 �� �
������ ���
���
���� 
��	���
���; A
�
�����
�� ��� 	���-
��
� 
	�.

(�) E��	
 ���	��� �	 ���	
 �
	 
������
� ���
	 �	

���
��� �	�������	; A
�
�����
�� ��� 	�����
�

	�.

50. Ένα µαγικό κόλπο #	 ����� 	���
�
 ����
� ��
� ��� ��-
����: '
���!� ��	� 	�
��� 
��� ����. &��
��
� ���
�� 5. '
��	
�	
� �,�
 "�����. A�	���
� 6. '
	���
�
�� �� 2. A�	���
� 2. T��	 ��� ��� �
 "�����, �	
 �	

�� �� ��
�� 	�
��� ����� 	��
�� ��
��!�
.

(�) '
	��!�� ��	� 	�
��� 
��� ���� �	
 ���
��
�� ��. 

(�) *
	�� �������
 �� ��
� �
	 ������	 	�
���; 

51. ����
�
�� �
� ��	�
��� �	�	
��
�
� ��� 
��	���-

��� �	
 
�� ��
� �
���	��	
�� (�) �� ����

�� ����, (�) �� �
������ ����, (�) �� �
	-
���� ����, �	
 (�) �� ������ ����.

52. $
�� �	
 . ����
�
�� �
� f �	
 g

�� ��
� �
���	��	 �� �
� f � g �	
 g � f

M��
��� ������

��� ��� ��
������� �	 ���

����
����
�
	 
������
� y1 �� ��� 	��!������ ���	"���� �
	� ��-
��� 
������
��. M� ��� ����� 	���� �������� �	 
����-
����� 
��	���
�
�. 

53. (�) �� ����
� ������

�� �

����� �
� 
��	���
�
�

y3 = y2(y1(x)),   �	
   y4 = y1(y2(x)).

&�
	 	�� �
� y3 �	
 y4 	��

��
��� 
��� f � g ;
&�
	 	��

��
��� 
��� g � f ;

(�) ����
�
�� �
� y1 y2 �	
 y3 �����
����� �	 �
��-

��� �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ��� y3

(�) ����
�
�� �
� y1 y2 �	
 y4 �����
����� �	 �
��-

��� �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ��� y4

(�) E�	�����
�� �
� �
�	
��� 
	� 	���"�
��, "��
��-
��	� ���� ������ ��� 
��	���
��� y3 �	
 y4

54. E

����� 
��� ������

�� 
	� �
� 
��	���
�
�
�	
 y3 � y1 � y2.

(�) ����
�
�� ��� y3 
��� ���
��� ��� ������	
 	��
�	 �
	
���	�	 [�3 , 3] �
	 �� x �	
 [�1 , 3] �
	 ��
y.

(�) ���������� �� ����� ��

��� ��� ��	���	��� ���
y3 �� �	 ����	 ��

��� ��� ��	������� ��� y1 �	

y2

(�) A��
�	�	
��
�� �� 
������
� y3 �	�� 
�
�� ��
�
� 	��������:

y1 � y2 y2 � y1 y1 � y2 y1 y2 �	
 y2 y1

�	
 ��	�	��"��� �� 
����

� ��� ������	��� (").
(�) B	

������
 
�
� �	�	����
�
� ��� ���	�� 
�	

(") �	
 (�), �
 
�����	����� �
	 �	 ����	 ��

���
	���

�����, �
	�����, �
�������, �	
 �������

��	���
���; 

Παλινδροµική ανάλυση: πρυµναία κύµατα
και απόσταση ακινητοποίησης 
'���� �� 
��. 5 �
	 �
	 �

	���� 
��� �	�
�����
�� 	��-
��
� �� ������

��.

55. Πρυµναία κύµατα &	�	����
�
� ��� �����	��� ����-
��� ��� ���
������ �
	 "���	 
� ������� �
�����
�
�
���� ��� �����	 ��� ����� ���!�
 ��
 � 	��
�	
� ��-
�	!� ��� ������� ��� ������� 	���� (�� ��
�	 
���-
��	) 	�!����	
 �� ��� �	�����	 ��� "���	�. O &��	-
�	� 6 ������
 �� 
��
� ���	!� ��� ������ ���	��� �	

��� �	�����	� ��� "���	�.

(�) B����� �
	 �	�
�����
�� �!�
�
� ���	��� ��� ��-
��� y � ax b �
	 �	 �������	 ��� &��	�	 6, ���� x
���	
 �� ����� ���	���, �	
 y ���	
 � �	�����	 ���
"���	�.

(�) T�������
�� 
� ��
	�� 
���	 �� ������	 ��� �	-
�
�����
��� �!�
�
�� ���	��� �	
 �� �
���	��	
�
	
����� ��� ���������. 

(�) A�� �� ������	 ��� �	�
�����
��� �!�
�
�� ��-
�	���, ���"����� ��� �	�����	 ��� "���	� ��	� ��
����� ���	��� ����
 11 m. E�	�����
�� 	���"�
-
�� �� 	������
�	 ��� "���	��. 

(�) E�	���
�� ���	 ������
� �	�
������
� �
	 �	
���"������ ��� �	�����	 ��	� �� ����� ���	���
���	
 11 m. T�������
�� 
� ��
	�� 
���	 ��� �	-
�
�����
�� �����	 �	
 �� �
���	��	 �
	
�����
��� ���������. &�
	 	�� �
� ��� �	
�
���
 �	��-
���	 
�	 �������	, � �����	 	��� � � �	����� ���
������	��� ("); 

 , /  , /  , , ,

 .

y1 �  �x, y2 �  �1 �  x

 .

 .
 , ,

 .
 , ,

y1 �  f(x) �  4 �  x2 , y2 �  g(x) �  �x ,

 .
g(x) � x2f (x) � x � 7

g(x) � �1 � xf (x) � �x

 .

 .
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x QP

;�������	�	���
��� 

�	����

Dayton

240 m

3 km

(E���� ����	�	�)

T

T

T

T

T

Πίνακας 6 Mήκη κύµατος

M���� ��	���� (m) T�#����� (km/h)

0,20 1,8
0,65 3,6
1,13 5,4
2,55 7,2
4,00 9,0
5,75 10,8
7,80 12,6

10,20 14,4
12,90 16,2
16,00 18,0
18,40 19,8



Eκθετικές συναρτήσεις
Eκθετική αύξηση • Πληθυσµιακή αύξηση • H εκθετική

συνάρτηση e x • Tι απέγινε η συνάρτηση a x ;

O
 �����
��� 
��	���
�
� 	������� ������ 
����	
����	 
� ������
��

�����
��� �	
 ��������
��� ��	������. ���� ������	 	��� �	 
�-
����
���� �	 ���� ��� �����
��� 
��	���
��� �	
 �	 ������
����
���
�� 	�� �	 ���
����	 �����
�� ������	 	�!�
�� �	
 ������
��.
T	 �	���	�
�� ��� 	������ �
� 
�
������ 	���� ��� �	�	�����
���

��	���
���, �	��� �	
 �
� 
��
�
� ���� �� �
� ���	�
��
��� 
��	�-
��
�
� (�
� ������ �	���

������ 
��� ������� ������	), ����� ���-
�����	 �	
 "����. #	 �	 �
������
���� ���������
���	 
�	 K���-
�	
	 3 �	
 6.

Eκθετική αύξηση
O &��	�	� 8 ������
 ��� 	�!�
� ���� ���	�	��� 100 € ��� ����������
�� 1996 �� ��
���
� 5,5%, 	�	���
������ ���
���. M��� ��� �	��-
���
� ���� �����, � ���	�
	
��� �
	����
 ����	 1,055 ����� �� ��
�
��� ������ �� ����������� ����. M��� n ���, �
 �	�	��
�
� ���	
 y �
100 � (1,055)n

T� �	
������ ��� 	�	���

��� ���	
 ��	 �	����
��	 �
����
�	 ��-
#
�
	 �	
 ���
������	
 	�� �
	 
������
� ��� ����� y � P � ax ����
P ���	
 �� 	��
�� �����	
�, �	
 �� a 

���	
 �� �� �����	 ���
	�!�-
���� �	�� �o ��
���
� 
� ���	�
�� �����. 

H �!�
�
� y � P � ax a � 0, a � 1, �����
 �
	 �
������
	 
�-
�	���
��� ��� �	�����	
 �
����
�	 ����������	.

Παράδειγµα 1 Σχεδίαση της y = ax

����
�
�� �
� 
��	���
�
� y � 2x y � 3x �	
 y � 10x *
	 ��
�� �
-
��� ��� x 	�������� �
 
��
�
� 2x � 3x � 10x ;

Λύση A�� �
� ��	�
��� �	�	
��
�
� ��� ����	��� 24, �	�	��-
����� ��
 �
 
��	���
�
� 	�!�����	
 �
	 ���� �
�� ��� x *
	 x � .

 . , ,

 ,

 ,

 .
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56. Aπόσταση ακινητοποίησης οχήµατος O &��	�	� 7 ���
�-
��
 ��
�	�	�
�� �������	 ��� 
����
��� 	��
�	
��
��� �
	���
 ��	 	��������� ����
 �	 	�
������
����,
��	��
 ��� �	������� ���.

(�) B����� �� �������"���
	 �	�
�����
�� �!�
�
�
��� 	��

��
��� 
�	 �������	 ��� &��	�	 7.

(�) T�������
�� 
� ��
	�� 
���	 �� ��	�
�� �	��-

�	
� ��� �������"���
	� �	�
�����
��� �!�
�-

�� �	
 �� �
���	��	 �
	
����� ��� ���������.

(�) A�� �� ������	 ��� �������"���
	� �	�
�����
-
��� �!�
�
��, ���"����� �� ��
� 
����
�� 	��-

�	
� 	�
��������
�� �
	 �
� �	������� ��� 108
�	
 127,5 km/h. E�	�����
�� 	���"�
�� �
� ���-
"����
� 
	�.

(�) T��	, ��	���
�� ������
� �	�
������
� �
	 �	
���"������ �� ��
� 
����
�� 	��
�	
� 	�
����-
����
�� �
	 �
� ��
�� �	������� ��� 108 �	
 127,5
km/h. T�������
�� 
� ��
	�� 
���	 ��� �	�
����-
�
�� �����	 �	
 �� �
���	��	 �
	
����� ��� ����-
�����. T	
�
���
 �	�����	 
�	 �������	 ��� &�-
�	�	 7 � �����	 	��� � � �������"���
	 �	�����
��� ������	��� (");

Πίνακας 7 Aπόσταση ακινητοποίησης οχήµατος

T�#����� (km/h) M��� ����
��� �������� 
�������������� (m)

30 11,95
37,5 15,90
45 20,90
52,5 26
60 32,95
67,5 40,5
75 49,15
82,5 59,5
90 70,45
97,5 83

115 97,45
122,5 113,90
130 131,80

�
��: U.S. Bureau of Public Roads.

3



0 , ������ 2x � 3x � 10x *
	 x � 0 , ���	
 2x � 3x � 10x � 1. *
	 x
� 0, ������ 2x � 3x � 10x

T� ����� ��

��� ��� f (x) � ax ���	
 �� �
�
���	 (�� �), ��� ��
����� �
��� ���	
 �� (0 , �). A� a � 1, �� ������	 ��� f ��
���
 �� ��
������	 ��� y � 2x 
�� ����	 25	. A� 0 � a � 1, ���� �� ������	 ���
f ��
���
 �� 	��� ��� y � (1/2)x � 2-x ��� ����	��� 25".

Παράδειγµα 2 Σχεδίαση της y = a –x

����
�
�� �
� 
��	���
�
� y � 2�x, y � 3�x, �	
 y � 10�x. *
	 ��
��
�
��� ��� x 	�������� �
 
��
�
� 2�x � 3�x � 10�x ;

Λύση A�� �
� ��	�
��� �	�	
��
�
� ��� ����	��� 26, �	�	�����-
�� ��
 �
 
��	���
�
� ������� �
	 ���� �
�� ��� x. *
	 x � 0, �	
������ 2�x � 3�x � 10�x. *
	 x � 0, 

���
 2�x � 3�x � 10�x � 1. *
	
x � 0, ������ 2�x � 3�x � 10�x.

O
 �����
��� 
��	���
�
� ����� �
� 	�������� 
�
������:

 ,

 .
 .

253. Εκθετικές συναρτήσεις

Πίνακας 8 Aύξηση καταθέσεων λογαριασµού ταµιευτηρίου

���� %��� (�
 €) A����� (�
 €)

1996 100
1997 100(1,055)  � 105,50 5,50
1998 100(1,055)2 � 111,30 5,80
1999 100(1,055)3 � 117,42 6,12
2000 100(1,055)4 � 123,88 6,46

x

y

0 0,5–0,5 1–1

2

4

6

8

10

12

y = 10x

y = 3x

y = 2x

ΣΧΗΜΑ 24  .y � 2 x , y � 3x , y � 10 x

Oρισµός Eκθετική συνάρτηση
$
�� a ��	� ���
��� ��	��	�
��� 	�
���� �
������ ��� 1. H

������
�

f (x) � ax

���	
 � 
��
���� ��������� 	
 ���� a .

[–6, 6] ��� [–2, 6]

(	)

y = 2x

[–6, 6] ��� [–2, 6]

(")

y = 2–x

ΣΧΗΜΑ 25 *�	�
��� �	�	
��
�
� ��� (	) y � 2x �	
 (") y � 2�x
 .

x

y

0 0,5–0,5 1–1

2

4

6

8

10

12

y = 10–x

y = 3–x

y = 2–x

ΣΧΗΜΑ 26  .y � 2�x , y � 3�x , y � 10�x



Πληθυσµιακή αύξηση
�� ���
��� ���
���
�
�, � 	�!�
� ���� �����
��� ������ �	 ���
��	-
��� �	���	�
�� �� �
	 �����
�� 
������
�. ���� &��	�	 9 ������	

����
�� �
��� ��� (	�����
���) �����
��� ��� *��. �� �
	 ����� 
��-
�� ������ �
	
��
�
 ��� �����
�� ���� ����� �� 	���� ��� �������-
����� �����, �����
����� �	 	�����
���� �
	 	�
��
� ��� ��� 	�!�-
���	
 � �����
���.

Παράδειγµα 3 Πρόβλεψη του παγκόσµιου πληθυσµού

X��

����
�
�� �	 �������	 ��� &��	�	 9 �	
 ��	 �����
�� �����-
��, �
�� �	 ���"������ ��� �����
�� ��� *�� �� ���� 2010.

Λύση B	

������
 
��� ����� 
���� ��� &��	�	 9 (�	
 �	�� �
�
���
�� �	������
�
�), �	����	
 ������ � �
�	
�	 ��
 � �	���
�
��
�����
��� ���� ����� 

���	
 ������� �� 1,018 ����� ��� �����
��
��� ������������ �����. $�

, ���� ��� �	�����
� t ���� 	�� ��
1986, � ��	����� �	 ���
 P(t) � 4936 (1,018)t ��	������
	 	����-
����. O �����
��� �� ���� 2010, ���	�� t � 24 ��� ���� �� 1986, �	
���	
 �������

P(24) � 4936(1,018)24 � 7573,9

���	�� 7,6 �

��	������
	 �������
.

H εκθετική συνάρτηση ex

H 
����	
����� �����
�� 
������
� �
	 �� �	���	�
�� ���
��	��
��

��� �	
 �
�����
��� �	
������� ���	
 � ������ 
��
���� ���-

26 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

'������
� 
��
���!�
A� a � 0 �	
 b � 0, ���� �
	 ���� ��	��	�
���� 	�
����� x �	
 y
�	 

����� �	 �!��:

1.

2.

3.

4.

5. ax

bx � �a
b�

x

ax � bx � (ab) x

(ax
 ) y � (ay

 )x � axy

ax

ay � ax�y

ax � ay � ax�y

Πίνακας 9 Παγκόσµιος πληθυσµός

���� %
����	�� (
����		����) %�
���

1986 4936
1987 5023 5023/4936 � 1,0176
1988 5111 5111/5023 � 1,0175
1989 5201 5201/5111 � 1,0176
1990 5329 5329/5201 � 1,0246
1991 5422 5422/5329 � 1,0175

�
��: Statistical Office of the United Nations, Monthly Bulletin Statistics, 1991.



������, ��� ���
 �� "�
� ��� �������� 	�
��� e , � ������ 

���	
 ��
2,718281828, �� 	���"�
	 ����	 ���	�
��� ������. M������� �	 ���-

���� �� e �� ��� 	�
��� ��� ���
�������	
 	�� ��� �
�� ��� 
�-
�����
�� �	��� �� x 	�!����	
 	���
��

�	. T�
� �
��	�
�� �	��
�	
� �
� �	
 � ���	�	� �
��� ��� ����	��� 27 ���
-
������� �����	 ��� �������
� ��
 ��	� ����
�� 	�
���� ����� ����-
��
. K	�� ��� ��	
����
� 
	� �� ��� 	��
��
�
�� ���

�� �	 ������
���


����	 �
	 ��� 	�
��� e , �	
 �
	 �� ��� 	���� ��������
.

O
 �����
��� 
��	���
�
� , ���� k ���	
 �
	 �� �����
��

�	����, ���

����
����	
 
�����	�	 �� ������	 �����
��� 	�!�
�-
�� � ��
�
���. &	����
��	 �����
��� 	�!�
�� ���	
 � ���
#�� �����-
���	�� ���	�	���, ���� ��	������	
 �� ������� y � P � ertØ ��� P ��-
�	
 �� 	��
�� �����	
�, r ���	
 �� ��
���
� ������	
���� �� ���	�
-
��� 	�
����, �	
 t ���	
 �� ����
�� �
�
���	 
� ���. $�	 �	����
��	
�����
��� ����
�� ���	
 �� ������� y = A • e–1,2
10–4t , ��� ���
�����
 ��
�	�
������ �
�
�	
� ��� 
��
����� ����	�	�-14 �� ��� ������ ���
������. E�� A ���	
 � 	��
�� ��
����	 ����	�	-14, �	
 t ���	
 � ���-
��� 
� ���. H �
�
�	
� ��� ����	�	-14 ���

����
 
�� ���������
�
��
����� ������ ���	�

��� (�����
��, 
�����) �	��� �	
 !��
���
	��
��
�����.

��� ����	 28 ����� 
���
	
��� ��	�
��� �	�	
��
�
� �����
���
	�!�
�� �	
 ����
��.

Παράδειγµα 4 Aύξηση κεφαλαίου λογαριασµού ταµιευτηρίου  

T� ������� ��� 
������� 	�	���

��� ���

����
���	
 	�� ��	
���-
�� ������
��� �����
����� �	 �������
��� ��� 	�!�
� ��� ������-
������ ���	�	��� ����. E�	���
�� �� ������� 	��� �
	 �	 ������-

��� ��� 	�!�
� ���� ���	�	��� 100 € ��� ���������� �� 1996 �� �-
��

� ��
���
� 5,5%, 
������ 	�	���
������. 

Λύση

M����
�

$
�� ��
 � �
�� x � 0 	��

��
��� 
�� 1996, � x � 1 
�� 1997, �.�.�.
T� �����
�� ������� �
	 
����� 	�	���

�� ���	
 ���� ,
���� P � 100 (�� 	��
�� �����	
�), r � 0,055 (�� ���

� ��
���
� ��-
����	
���� �� ���	�
��� 	�
����), �	
 x ���	
 �� ����
�� �
�
���	

� ���. *
	 �	 ���"������� �� ���� ��� �	�	��
��� �� 2000, �
	 �	-

y(x) � P � erx

y � ekx

f (x) � (1 � 1 / x)x

273. Εκθετικές συναρτήσεις

X

Y1 = (1+1/X)^X

1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000

2.7169
2.7176
2.7178
2.7179
2.718
2.7181
2.7181

Y1

[–10, 10] ��� [–5, 10]

y = (1 + 1/x)x

ΣΧΗΜΑ 27 T�
� � ��	�
�� �	��-

�	
� �
� �	
 � ���	�	� �
��� ���
f(x) � (1 � 1 x)x �����
������ ��

�	��� x l � f(x) l e � 2,718 . ,

 / 

Oρισµοί Eκθετική αύξηση, εκθετική µείωση
H 
������
� 	������� ������� 
��
����� �����
��
	� k � 0 �	
 
��
����� 	
�!�
�� 	� k � 0 .

y � y 0 

ekx

x

y

(")

00 0,5

0,6

0,2

1,5

1,4

2,5–0,5–0‚5 1

1

2 3

y = e–1,2xy = e1‚5x

x

y

(	)

1‚50‚5 1–1

15

10

5

20

2

ΣΧΗΜΑ 28 *�	���	�	 (	) �����
��� 	�!�
���, k � 1,5 � 0 �	
 (") �����
-
��� ��
�
���, k � �1,2 � 0.



����
��	, ������� x � 4 �	
 ������������

y(4) = 100 • e0,055(4)

= 100 • e0,22

= 124,61.
����������	� �� 	������
�	 	��� �� �� ��
� ��� 123,88 € ��� ���-
�����
 ��	� � 	�	���

��� ���	
 ���

�� (&��	�	� 10), "������� ��


������
 ��� �������� �	 	�	�������	
 �� �����	
� �
� �� ���	���

�������	 (
��� �������
� ��� �!�������� ���, ������	). ���� &�-
�	�	 10, 
���������� ��� 	����
� ��� ���

�� ("�. �	
 &��	�	 8)
�	
 ��� 
������� 	�	���

��� �
	 ��� ������� 	�� �� 1996 �� ��
2000.

M
	 ������	 �	 ����
���
�, �����������, �	 	����
�
 ���
 ��-
�


����� 
���� ������� ��� 
� ������, �����
����� �	 ���
����
�

��������� �� �� ����	� ��� 
������� 	�	���

���, ��� �	 �
	���
��
"�"	
	 �	������	.

Παράδειγµα 5 Μοντέλο ραδιενεργού διάσπασης

E��	
���
	�� ��
���	�	 	����
!	� ��
 �	 ����	 ��

����� 
��
-
����� ��������� ����� ��� ���	� ���� �� 	��
��"���	, �	
 
�� 
�-
����
	 	�	�
���	������	
 
���	������	� ����	 ����
�� ���� 
��
-
�����. *
	 �	����
��	, � �	�
������� ����	�	�-14 �
	
���	
 
�
�����, ��� �� ���
� ���� 	�� �
	 	��������	 �
	
��
��� ���	���-
���	
 ���
�� 
� ����"��. A� y0 ���	
 � 	�
���� ��� �	�
������� ��-
����� ��� �������� �� ����
�� 
�
��� �����, ���� � 	�
���� ���
������� ��� �	 
��������� �	 �������� 
� �
	 �����
	 ���	����-

���� 
�
��� t �	 

���	
 ��

O 	�
���� r �	����	
 ���	�� �������
�� ��� �	�
������� ��
�	�. *
	
��� ����	�	-14, � �
�� ��� ������ �
	
��
��� ���
 ���
�
��

���
��
�	�	�
�� ��
 ���	
 r = 1,2 × 10–4 ��	� � ������ t ������	
 
� ���.
K���� �
	 ���"���� �
	 �� ��
�
�� ��� ����	�	-14 ��� �	 ���
 	��-
�����
 
� �����	 ��
�	� ���� ��� �	�����
� 866 ����.

Λύση A� 	��
�� �����	� y0 ������� ����	�	-14, ���� 	�� 866 �-
�� �	 ����� 	�������


y(866) = y0e
(–1,2×10–4)(866)

≈ (0,901)y0 .

'��	��, ���� 	�� 866 ����
	, �	 ���
 	�������
 �� 90% ������� ���
	��
��� ��
����	�Ø �� ���	 ���
	, ��	 ��
�
�� 10% ��� 	��
���
������� �	 ���
 �
	
�	
���. ��� &	����
��	 12 ��� �������� ���-

y � y 0e
�rt

 ,    r � 0 .
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Πίνακας 10 Σύγκριση αυξήσεως κεφαλαίου λογαριασµών ταµιευτηρίου

%��� (�
 €), %��� (�
 €),
���� 
������ ��������	�� ���
#�� ��������	��

1996 100,00 100,00

1997 105,50 105,65

1998 111,30 111,63

1999 117,42 117,94

2000 123,88 124,61



���	�, �	 ����� ��� ����������	
 � 	�
���� ���� ��� �����
 �	 �	-
������� («������ ��
����» �, 	����
���	, «��
���») �
�� �	
����� �
	
�	
��� 	��
"�� �
 �

�� �	�
������� �������.

Tι απέγινε το ax ;
�
�� �	 	�	���
�
�� �
	 ��
�� ���� ���

����
���� ��� �
������
	

��	���
��� �
	 �
	�����
��� �
��� ��� 
�	����� k, 	��� ���
���
��� �����
��� 
��	���
��� ��� ������ y � Pax ���� �������
������	, �	 ����� ��
 � �����
�� 
������
� ax �	������	
 �� ��� ekx �
	
����
	 �	������� �
�� ��� 
�	����� k . $�

, � ����� �	��-
���
 �� 
����� ��� �����
��� 
��	���
���.

AΣKHΣEIΣ 3

y � y0ekx

 .
y � y0ekx

293. Εκθετικές συναρτήσεις

��
� A
��
�
� 1-6, 	��

��
��
�� ���� 
������
� �� ��	
	�� �	 ��	���	�	 ��� ����	��� 29, ����� �	 �	�	������

� ������

�
�� 
����	
�.

1. y � 2x 2. y � 3�x

3. y � �3�x 4. y � –0,5�x

5. 6. y � 1,5x – 2

��
� A
��
�
� 7-10, 
���
�
�� �� 
������
�. B����� �	 ����	
��

��� �	
 �
��� ���, �	��� �	
 �	 
����	 ���� �� �������
��� �����
 ���� �!����.

7. y � �2x � 3 8. y � ex � 3

9. y � 3 � e�x � 2 10. y � �2�x � 1

��
� A
��
�
� 11-14, !	�	������ ��� �����
�� ����	
�

��� ������
����� "�
�.

11. 92x "�
� 3 12. 163x, "�
� 2

13. (1 8)2x "�
� 2 14. (1 27)x "�
� 3

��
� A
��
�
� 15-18, 	��
������ �	
 
�������
�� ��� ��-
�	�	 �
��� ��� 
������
��, ���	������
 �� �����	 ���
���-����� ������.

15. y � 2x � 3

16. y � �3x � 4

17. y �

18. y � 3ex

19. Mάθετε γράφοντας E!���
�� ��� 
������	
 � ���	"�-
�� �y �� �
� ���
�
� ��� ����
�� 
�
� A
��
�
� 15 �	

16. A� �
 ���	"���� ��� x ���	
 
�	����� �
	 �
	 ��	�-
�
�� 
������
�, �
 
�����	����� �
	 �
� 	���
��
���
���	"���� ��� y;

20. Mάθετε γράφοντας &��
������ ��� 
������	
 � ���	-
"��� �y (��� ��������
 �	��� �� x 	�����
 �
	���
��
�
��� 
��� I
��
� 17), �� �
� �
��� 	���� ��� x. &�
�
���	
 �� �y �	��� �� x ���	"�����	
 	�� �� x � 1000

x2

 , /  , / 

 ,

y � 2�x �2

(	) (")

(�) (�)

(�) (
�)

ΣΧΗΜΑ 29 *�	���	�	 �
	 �
� A
��
�
� 1-6.

x y M������� (�y)

1 ;
2 ; ;

3 ; ;

4 ; ;

x y M������� (�y)

1 ;
2 ; ;

3 ; ;

4 ; ;

x y M������� (�y)

1 ;
2 ; ;

3 ; ;

4 ; ;

x y �	�
�� (yi yi–1)

1 ;
2 ; ;

3 ; ;

4 ; ;

 / 




�� x � 1001; &�
�, �	��� �� x ���	"�����	
 	�� ���
�
�� n 
��� n � 1, ���� n ���	
 ��	� ����� ���
���
	���	
��;

Προεκτείνοντας τις έννοιες
��
� A
��
�
� 21 �	
 22, �����
�� ��
 �� ������	 ��� ��-
���
��� 
��	���
��� f(x) � k � ax �
�����	
 	�� �	 ���

����	. B����� �
� �
��� ��� a �	
 ��� k

21. (1, 4,5), (�1, 0,5) 22. (1, 1,5), (�1, 6)

Γραφική επίλυση
��
� A
��
�
� 23-26, ��
��
�� �
� �!

�
�
� ��
� ��	�
-
��� �	�	
��
���.

23. 2x � 5 24. ex � 4

25. 3x � 0,5 � 0 26. 3 � 2�x � 0

Θεωρία και παραδείγµατα
27. Παγκόσµιος πληθυσµός (�������� ��� ������������	 3)

X��

����
�
�� �� ������ 1,018 �	
 ��� �����
��
��� 1991 �
	 �	 ���
��
��� ��� �	���
�
� �����
��
�� ���� 2010.

28. Bακτηριακή εξάπλωση O 	�
���� ��� "	������� ���
�������� 
� �
	 �	��
����
	 ���"���� petri (�.�.M. �-
�	 ����� ��
�	�	�
��� 
����	 
�� �
���"
�����	) ��-
�� 	�� t ���� ���	
 B = 100e0,693t.

(�) &�
	 "	����
	 �����	� 	��
��;

(�) &�
	 "	����
	 �������� ���� 	�� 6 ����;

(�) &��� ������� �	 ����� ����
 �	 "	����
	 200;
E��
��
�� ��� ����� �
��	

	
��� ��� 	�
����
����.

��
� A
��
�
� 29-40, ���

����
�
�� ��	 �����
�� ���-
���� �	
 ��	� ������

�� �
	 �	 �������
��� �	�’ ������-

� �� ��
� ���� ���"���	���.

29. Πληθυσµιακή αύξηση O �����
��� ��� ����� Knoxville
���	
 500.000 �	
 	�!����	
 �� ��
�
�� 3,75% �	�’
����. &��� ������� �	 ���
 ���
�
 �� 1 ��	������
�;

30. Πληθυσµιακή αύξηση O �����
��� ��� ����� Silver Run
�� ���� 1890 ��	� 6250 ����	. Y����
�� ��
 � 	�!�
�
��� �����
��� ��	� 2,75% �	�’ ����.

(�) '�
�� �
	 ������
� ��� �����
��� ��� ����� �	
��� 1915 �	
 1940.

(�) &��� ������� 	����� � �����
��� 
�
� 50.000;

31. Pαδιενεργός διάσπαση O ������ ��
���� ��� ��
��-
���-32 ���	
 ������� 14 �����. A��
�� �������� 6,6
��	����
	 ��� 
��
�����.

(�) E����
�� ��� ��
����	 ��� ��	������	���� ��-

�����-32 
��	���
�
 ��� ������ t

(�) &��� �	 ���
 	�������
 1 ��	����
� ��
�����

�� �����	;

32. Yπολογισµός χρόνου A� � *
����� ������
�
 2300 € 
�
��	� ���	�
	
�� �	�
�������� �� 6% ��
���
� �	

���

� 	�	���

��, ��
� ����
�� �
�
���	 �	 ���
	-

��� �
	 �	 ����
 �� �����	
� ��� 4150 €;

33. ∆ιπλασιασµός χρηµάτων &��
�
���
�� ��
� ����
��
�
�
���	 	�	
����	
 �
	 �	 �
��	

	
��� ��	 ����-
�	
� ��� ��������	
 �� ��
���
� 6,25% �	
 ���

�
	�	���

��.

34. ∆ιπλασιασµός χρηµάτων &��
�
���
�� ��
� ����
�� �
�-

���	 	�	
����	
 �
	 �	 �
��	

	
��� ��	 �����	
�
��� ��������	
 �� ��
���
� 6,25% �	
 ���
	�� 	�	-
���

��.

35. ∆ιπλασιασµός χρηµάτων &��
�
���
�� ��
� ����
�� �
�-

���	 	�	
����	
 �
	 �	 �
��	

	
��� ��	 �����	
�
��� ��������	
 �� ��
���
� 6,25% �	
 
����� 	�	��-
�

��.

36. Tριπλασιασµός χρηµάτων &��
�
���
�� ��
� ����
��
�
�
���	 	�	
����	
 �
	 �	 ��
��	

	
��� ��	 ����-
�	
� ��� ��������	
 �� ��
���
� 5,75% �	
 ���

�
	�	���

��.

37. Tριπλασιασµός χρηµάτων &��
�
���
�� ��
� ����
��
�
�
���	 	�	
����	
 �
	 �	 ��
��	

	
��� ��	 ����-
�	
� ��� ��������	
 �� ��
���
� 5,75% �	
 �����

�
	�	���

��.

38. Tριπλασιασµός χρηµάτων &��
�
���
�� ��
� ����
��
�
�
���	 	�	
����	
 �
	 �	 ��
��	

	
��� ��	 ����-
�	
� ��� ��������	
 �� ��
���
� 5,75% �	
 
�����
	�	���

��.

39. Bακτήρια χολέρας Y����
�� ��
 �
	 	��
��	 "	�������
��� ���
���
 	��
�� 1 "	����
� �
��	

���
 ��� 	�
�-
�� ��� 	�� �

� ��	. &�
	 "	����
	 �	 ��������

��� 	��
��	 ���� 	�� 24 h;

40. Eξάλειψη ασθένειας Y����
�� ��
 ���� ����� ��
���-
�	
 � 	�
���� ��� ����
����� �
	� 	
����
	� �	��
20%. A� �������� 10.000 ����
�	�	 
����	, ���� ��-

	 ����
	 �	 ���
	
���� �
	

(�) �	 ��
���� � 	�
���� ����
����� 
�	 1000;

(�) �	 �!	��
���� � 	
����
	 	���; ('��	��, �	 ��
-
���� � 	�
���� ����
����� 
� �
�����	 ��� ����;)

Παλινδροµική ανάλυση: εκθετικά
πληθυσµιακά µοντέλα
'���� �� 
��. 5 �
	 �
	 �

	���� 
��� �	�
�����
�� 	��-
��
� �� ������

��.

41. O &��	�	� 11 ���
���
 
��
���	 �
	 ��� �����
�� ���
M�!
���.

(�) $
�� ��
 � �
�� x � 0 	��

��
��� 
�� 1900, � �
-
�� x � 1 	��

��
��� 
�� 1901, �.�.�. B����� �
	
�����
�� �!�
�
� �	�
������
�� �
	 �	 ������-
�	 ��� ���	�	 �	
 
���
�
�� ��� 
� ��
	�� 
���	
�� �� �
���	��	 �
	
����� ��� ���������.

 .

 .
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Πίνακας 11 Πληθυσµός Mεξικού

���� %
����	�� (
����		����)

1950 25,8
1960 34,9
1970 48,2
1980 66,8
1990 81,1

�
��: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. 
(London: The Macmillan Press, Ltd., 1992).



Aντίστροφες συναρτήσεις και λογάριθµοι
Aµφιµονοσήµαντες συναρτήσεις (1-1) • Aντίστροφες συναρτήσεις

• Eύρεση αντίστροφων συναρτήσεων • Λογαριθµικές

συναρτήσεις • Iδιότητες λογαρίθµων • Eφαρµογές

���� ������	 	��� �	 ���
���� �
 �������� ������	� ��
 ��	 
������-

� ���	
 � 	���
����� ����
	� �����. E��
�� �	 ����� ��
�� 
��
�
�
�������� ���	!� ��� ����� �	
 ��� ��	������� 
��	���
��� �	
 ���
	��

������ ����. K	���
� �	 ������
���� �� ���	�
��
�� 
����-
��
� �� 	���
����� ��� �����
��� (
��� �	������� "�
�), �	
 �	 �	-
���

�
���� 	������ 
��	��
��� ��	������ ��� ���	�
��
��� 
��	�-
��
���.

Aµφιµονοσήµαντες συναρτήσεις (1-1)
%��� ����������, �
	 
������
� ��� ���	
 �	�� ��	� �	���	� ��� 	�-
�

��
����
 ��	 �	
 ���� �
�� ��� ������ �
��� 
� ���� 
����� ��� ��-
���� ��

��� ���. M��
��� 
��	���
�
� 	��

��
������ ��� ��
	 �
��
�!���� 
� ���


������ 	�� ��	 �
��� �

����. *
	 �	����
��	, � f (x)
� 	�	����
 ��� �!��� 4 ��
� 
��� ��
��� 2 �
� �	
 
��� �2 . Y���-
���� ����� 
��	���
�
� ��� ��� 	�������� ���� ��� ��
	 �
�� ��-
�


������ 	�� ��	 �����. *
	 �	����
��	, �
 ��"�
 �
	�����
���
	�
���� ��� ���	
 ���� �
�
.

A� ���� �
�� �!���� �
	� 
��	���
��� 	��

��
�����	
 �� ���� ��	
�
�� �

����, � 
������
� �	����	
 ��������������
 � 1-1 (��� ���	
���).

H ��	�
�� �	��
�	
� �
	� 	��
����
��	���� 
��	���
��� y � f (x)
������ �	 �����
 �
	 �����
	 ��
����
	 �����	 �� ���� 
� ��	 ��� 
�-

x2

314. Αντίστροφες συναρτήσεις και λογάριθµοι

(�) X��

����
�
�� ��� �����
�� �!�
�
� �	�
����-
��
�� �
	 �	 ������ �
	 ������
� ��� �����
���
��� M�!
��� �	�� �� ���� 1900. &�
� ����� ��
	-
�� 
��� ��	��	�
�� �����
�� ��� 1900, � ������
��	� 13.607.272;

(�) X��

����
�
�� ��� �����
�� �!�
�
� �	�
�-
�����
�� �
	 �	 ������ �
	 ������
� ��� ���

��
������ 	�!�
�� ��� ��!
�	�
��� �����
���.

42. O &��	�	� 12 ���
���
 
��
���	 �
	 ��� �����
�� ���
N��
	� A��
���.

(�) $
�� ��
 � �
�� x � 0 	��

��
��� 
�� 1900, � �
-
�� x � 1 	��

��
��� 
�� 1901, �.�.�. B����� �
	
�����
�� �!�
�
� �	�
������
�� �
	 �	 ������-
�	 ��� ���	�	 �	
 
���
�
�� ��� 
� ��
	�� 
���	
�� �� �
���	��	 �
	
����� ��� ���������.

(�) X��

����
�
�� ��� �����
�� �!�
�
� �	�
����-
��
�� �
	 �	 ������ �
	 ������
� ��� �����
���
��� N��
	� A��
��� �	�� �� ���� 1990.

(�) X��

����
�
�� ��� �����
�� �!�
�
� �	�
����-
��
�� �
	 �	 ���
��
��� ��� ���

� ����� 	�!�-

�� ��� ���
�	��
�	�
��� �����
���.

Πίνακας 12 Πληθυσµός Nότιας Aφρικής

���� %
����	�� (
����		����)

1904 5,2
1911 6,0
1921 6,9
1936 9,6
1946 11,4
1951 12,7
1960 16,0
1970 18,3
1980 20,6

�
��: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).

4

Oρισµός Aµφιµονοσήµαντη (1-1) συνάρτηση
M
	 
������
� f (x) ���	
 �	��	�����	���� � 1-1 (��� ���� ���)

� ��	 ����� ��

��� D 	� f (a) � f (b) ����������� a � b .



���� (� ����	
� 	��� 	������� �� �������� 
������� �
	 ���������	 ��-
����	). A� ��� �����
 
� ���


����	 
����	, 	��� 
��	���
 ��
 � 
��-
����
� 	����� ��� ��
	 �
�� y ���


������ 	�� ��	 ����� �	
 �	��

�����
	 ��� ���	
 	��
����
��	���. (����	 30).

Παράδειγµα  1 Xρήση του κριτηρίου της οριζόντιας ευθείας

&��
�
���
�� 	� �
 �	�	���� 
��	���
�
� ���	
 	��
����
��	�-
��� � ��
.

(�) f (x) � (�)

Λύση %��� �	����	
 
�� ����	 31	, ���� ��
����
	 �����	 y � c ,
c � 0 , �����
 �� ������	 ��� f (x) � ��� �����, ��	 � f ��� ��-
�	
 	��
����
��	���. A�� ��� ����, 	�� �� ����	 31" �
	������-
�� ��
 ���� ��
����
	 �����	 �����
 �� ��	�
�� �	��
�	
� ���

���� ��	 ���� ���� �	�����. $�

, � 
������
� g ���	

	��
����
��	���. 

Aντίστροφες συναρτήσεις 
E��
�� ���� �!���� �
	� 	��
����
��	���� 
��	���
��� �����-
���	
 	�� ��	 �	
 ���� ��
���, �
	 	��
����
��	��� 
������
� �	
������ �	 	��

��	��� �	
 �	 «	��
�����
» �
� �!����� ��
� 
�
� 	���-

��
��� �

����� 	�� �
� ������ 	���� �������	�. H 
������
� ���
������	
 	��

�������	� �
	 	��
����
��	��� 
������
� f ���	
 �
���������� ��� f O
 
��	���
�
� 
���� &��	��� 13 �	
 14 ���	
 	���-

������ � ��	 ��� �����. ���"�������� ��� 	���
����� ��� f �� f �1

�	
 �
	"������ «	���
����� f». T� 
��"��� �1 
��� f �1 ��� ���	
 ��-
�����Ø ��

 �� f �1(x) ��� 

���	
 �� 1 f (x) . / 

 ,
 .

g(x) � �x

x2 / 3

g(x) � �xx2 / 3
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x

y

0

y � x3

1-1: \� ������	 �����
 ���� 
��
����
	 �����	 ��	 ���� ����.

x

y

0

1

1

y � x2

–1

P� 1-1: \� ������	 �����
 ����
	 
��
����
	 �����	 ���


������ 
	�� ��	 �����.

��
� y

ΣΧΗΜΑ 30 M� �� ��
���
� ��� ��
��-
��
	� �����	�, 
�����	������ ��
 �
y � ���	
 	��
����
��	���, ���
� y � ��� ���	
.x2

x3

x

y

0 1

1

y � x2/3

&���� ��

���:  ( –	, 	)
&���� �
���:     [0, 	)

(	)

1
x

y

0

 y � �� x

1

&���� ��

���:  [0, 	)

&���� �
���:     [0, 	)

(")

ΣΧΗΜΑ 31 (	) T� ������	 ��� f (x) � �	
 �
	 ��
����
	 �����	. (")
T� ������	 ��� g(x) � �	
 �
	 ��
����
	 �����	. (&	����
��	 1)�x

x2 / 3

Πίνακας 13 Mίσθωµα έναντι χρό-
νου 

X����� x X����� y
(!�
�) (�
 €)

1 5,00
2 7,50
3 10,00
4 12,50
5 15,00
6 17,50

Πίνακας 14 Xρόνος έναντι  µι-
σθώµατος

X����� x X����� y
(�
 €) (!�
�)

5,00 1
7,50 2

10,00 3
12,50 4
15,00 5
17,50 6



%��� �	����	
 	�� ���� &��	��� 13 �	
 14, 	� 
����
���� (��
���
	������ 
�
��) �
	 
������
� �� ��� 	���
����� ���, ���� ����
�
�� �

���� ��� 
������� 
��	���
��� �	 	��
������	
 �� �!���� ��-

� 
��� �	��� ���. M� ���	 ���
	, �� 	������
�	 ��� 
����
�� �
	�

������
�� �� ��� 	���
����� ��� (	��!	������ ��� 
�
��� �� ���
����	 �
 ��� 
��	���
�
� 
��������	
) �	 ���	
 � ��������� ���������,
���	�� � 
������
� ��� 	��

��
����
 ���� 	�
��� 
��� �	��� ���.
$�

, � 
����
� ��� 
��	���
��� f �	
 g �	� �	����
 ��	� �����
������� �
	 �� 	� � ��	 ���	
 	���
����� ��� �����: Y����������� �
�
�
��� f � g �	
 g � f A� ( f � g)(x) � x �	
 (g � f )(x) � x ���� �
 f �	
 g ��-
�	
 	���
������ � ��	 ��� �����Ø 	��
��, ��� ���	
. O
 
��	���
�
�
f (x) � �	
 g(x) � ���	
 ���	!� ���� 	���
������ �
��
 ( ) � x
�	
 ( ) 3 � x, �
	 ���� x .

Παράδειγµα 2 Έλεγχος για αντίστροφες συναρτήσεις

(�) O
 
��	���
�
�

f (x) � 3x �	
 g(x) �

	�������� ������ 	��

������, �
��
 

�
	 ���� x .

(�) O
 
��	���
�
�

f (x) � x �	
 g(x) �

��� ���	
 	���
������, �
��


.

Eύρεση αντίστροφων συναρτήσεων
&�� "��
����� �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� 	���
������ �
	� 
��	���-

���; A� �����
����, �
	 �	����
��	, ��
 � 
������
� ��� �	� ���
	-
����
 ���	
 	��� ��� ������ 
���
�
�
 
�� ����	 32	. '
	"������ ��
������	 �� �!��: Q��
���� 	�� �� 
����� x ��� �!��	 x, �
����	
��
���� �	 ���� ����
 �	 
��	���
���� �� ������	, �	
 ���
�	 �
����	-

�� ���� ��� �!��	 y ���� �
	"������ ��� �
�� y A� !��
��
����
	���
����	, 	�� �� y, �	
 ������� �	 "����� �� x ��� ��� 	��

��
���,
�	 	��

�������� �� �
	�
�	
�	 (����	 32").

H ��	�
�� �	��
�	
� ��� f ���	
 �	�������	 �	
 � ��	�
�� �	��-

�	
� ��� f �1 	� �	
 
���
	
���� �� 	�������!� �����, ���	�� �
��
����
�� �!��	� ��� 	������� �� ����� ��

��� ��� f �1 �	
 � �	�	��-
����� �!��	� ��� 	������� �� ����� �
��� ���. *
	 ��� f �1 �	 �����
�
��� �

����-�!���� ����� 	��

��	���. $�

, �
	 �	 �	���

�
����
�� ������	 ��� f �1 �	�� ��� 
����� �����, �	 ���
	
��� �	 	��

���-
����� �	 ����� (x , y) �	����������	� �� ��	�
�� �	��
�	
� ����

 ,

 ,

 .

f(g(x)) � f �1
x� � 1x � x

1
x

x
3

x1 / 3

1 / 3x3x1 / 3x3

 , .
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K������� �����������

O
 
��	���
�
� f �	
 g 	�������� ������ 	��

������ 	� �	

���� 	� 

f (g(x)) � x �	
 g( f (x)) � x

���� �������
� 	���, g � f �1 �	
 f � g�1.

 .

f (g(x)) = f x
3

 = 3 x
3

 = x �	
  g(f (x)) = g(3x) = 3x
3

 = x




��� �����	 y � x (����	 32�) �	
 �	 ��	���!���� �	 
��"��	 x �	
 y
(����	 32�). M� ��� ����� 	���� ������ «����
» ��� 	��!������
���	"����, ��� �	����� �	
 ���
 x , ���� 
��� ��
����
� �!��	, ���
��� �!	������� ���	"����, ��� �	����� ���	 y , ���� 
��� �	�	��-
���� �!��	.

T� ������� ��
 �	 ��	���	�	 ��� f �	
 f �1 ���	
 �	�����
�� ����-
�	 �� ��	 ��� ����� �� ���� ��� �����	 y � x ���	
 	�	��������, 	���
�	 ����� �
��� �

����-�!���� (a b) ��� f ����� 	��

��	��� ��


�
�� �	 �	������ �	 ����� �
��� �

����-�!���� (b a) ��� f �1

��� ����	 32 �	����	
 ��� �������� �	 �����
���� 	���"�
��
��� f �1 �� 
������
� ��� x.

Παράδειγµα 3 Eύρεση αντίστροφης συνάρτησης

B����� ��� 	���
����� ��� y � x � 1, �	
 �����
�� ��� �� 
�-

�����
� ��� x .

Λύση

Bήµα 1: +������ �� ���� x 
��	���
�
 ��� y :

Bήµα 2: E�	���

���� �	 x �	
 y :

y � 2x � 2 .

 x � 2y � 2 .

 2y � x � 2

 y � 1
2

 x � 1

1
2

 . ,
 ,
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x

y

0
&G'q9 9`q�P9b \;� f

&
G

'
q9

 \
qP

<
x

 \
;

�
 

f

x

y

y � f(x)

x

y

0
&G'q9 \qP<x \;� f –1

&
G

'
q9

 9
`

q�
P

9
b

 \
;

�
 

f
–

1

x

y

x � f –1(y)

y

x

0

&G'q9 9`q�P9b 
\;�  f –1

&
G

'
q9

 \
qP

<
x

 
\

;
�  

f
– 1

y � x

x � f –1(y)

(b, a)

(a, b)

x

y

0
&G'q9 9`q�P9b
\;�  f –1

&
G

'
q9

 \
qP

<
x

\
;

�
 f

– 1

y � f –1(x)

ΣΧΗΜΑ 32 H ��	�
�� �	��
�	
� ��� y � f �1(x) .

Γράφοντας την f –1 ως συνάρτηση του x

Bήµα 1. +������ ��� �!�
�
� 
y � f(x) �� ���� x (���	�� 
��	�-
��
�
 ��� y ).

Bήµα 2. E�	���

���� �	 x �	
 y .
$�

 �	�	������� 
� ���� ��� ���-
��� y � f �1(x) .

(	) *
	 �	 "����� ��� �
�� ��� f 
�� x,
!��
���� 	�� �� x, �
����	
�� �	�	�����	
�� ��� �	�����,  �	
 �	���
� ��
����
	 ��
��� �!��	 y.

(�) *
	 �	 
���
�
���� ��� f—1 �	�� �	 
�-
����, �	����������� �� 
�
���	 (�	�����
�	
 �!����)  ���� 
��� �����	 y = x.

(�) \����, ��	���

���� �	 
��"��	 x �	

y. \��	 ������ �
	 «�	���
��» ��	�
��
�	��
�	
� ���  f—1 ��	��
 ��� x.

(") \� ������	 ��� f ���	
 ������	 �	
 ���
f—1. *
	 �	 "����� �� x ��� ���
� �� y, !�-
�
���� 	�� �� y �	
 �
����	
�� ��
����
	
�� ��� �	�����, �	
 �	���
� �	�	�����	 ��
��� �!��	 x.  \� ����� ��

��� ���  f—1 ��-
�	
 �� ����� �
��� ���  f. \� ����� �
��� ���
f–1 ���	
 �� ����� ��

��� ��� f.



H 	���
����� ��� f(x)� (1 2)x �1 ���	
 � 
������
� f �1(x) � 2x � 2 .

�

�#��: *
	 ��	�����
�, ��������� 	� �	
 �
 ��� ���	��� 
����-

�
� ������ ��� �	����
�� 
������
�:

'���� �� ����	 33.

Παράδειγµα 4 Eύρεση αντίστροφης συνάρτησης

B����� ��� 	���
����� ��� 
��	���
��� y � , x � 0 , �	
 �����-

�� ��� �� 
������
� ��� x

Λύση

Bήµα 1: +������ �� ���� x 
��	���
�
 ��� y :

Bήµα 2: E�	���

���� �	 x �	
 y :

.

H 	���
����� ��� y � , x � 0 , ���	
 � y � . '���� �� ����	 34.
N	 
���
���� ��
, 
� 	�����
� �� ��� ���
��

���� 
������
�

y � , x � 0 , � �������� ���
��

��� 
������
� y � ��� ���	

	��
����
��	��� �	
 
������ ��� ���
 	���
�����.

���� E�����	 1.6, �	 ������ ��	� �����
�� ����� 
���
	
��� ���
y � f (x) �	
 ��� y � f �1(x) 
�� ��
� 
���	 �� �� "����
	 ������

��.

Λογαριθµικές συναρτήσεις
A� a ���	
 ����� ���
��� ��	��	�
��� 	�
���� �
������ ��� �����	�,
���� � �����
�� 
������
� "�
��� a, f (x) � a x, ���	
 	��
����
��	-
���. ������� �
	����
 �
	 	���
����� 
������
�. H 	���
����� 	���

������
� �	����	
 ������
�
 ���������� (� ���������	) �����	 a.

x2x2

�xx2

y � �x

 �y � �x2 � � x � � x

 y � x2

 .
x2

 f( f �1(x)) � 1
2

 (2x � 2) � 1 � x � 1 � 1 � x .

 f �1( f (x)) � 2 �1
2

 x � 1� � 2 � x � 2 � 2 � x

 / 
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x

y

y �    x � 1

–2

1

1

1–
2

y � x
y � 2x � 2

–2

ΣΧΗΜΑ 33 �����	
� 
�� ��
�

���	 ��� f(x) � (1 2) x � 1
�	
 f �1(x) � 2x � 2. H 
��-
�����	 ��� ��� ��	�������
�� ���� ��� �����	 y � x
���	
 ���	���.

 / 

�x � � x ���
�� x � 0
x

y

y � x

y � x2, x      0

y � √ x

0

≤

ΣΧΗΜΑ 34 O
 
��	���
�
� 
y � �	
 y � , x � 0 , ���	

	���
������ � ��	 ��� �����. (&	-
����
��	 4)

x2�x

Oρισµός Συνάρτηση λογαρίθµου µε βάση α
H ��������� 
������	�� 	
 ���� a, y � log a x, ���	
 � 	���
���-
�� ��� �����
��� 
��	���
��� �� "�
� a, y � ax, (���� a � 0 , 
a � 1) .



T� ����� ��

��� ��� 
��	���
��� loga x ���	
 �� �
�
���	 (0, �) ,
���	�� 
�������
 �� �� ����� �
��� ��� a x T� ����� �
��� ��� 
��-
	���
��� loga x ���	
 �� (��, �) , ���	�� �� ����� ��

��� ��� ax.

'�������� ��
 ��� �������� �	 ��
���� ��� �!�
�
� y � ax ��
���� �� x 
��	���
�
 ��� y, ��� �
	������� �
	 	�	���
�� ����	
� �
	
�� 
������
� ��� ���	������. H ��	�
�� �	��
�	
� ��� y � loga x ,
�
��
�, ������ �	 �	�	���� 	� �	������
���� �� ������	 ��� y � ax

���� 
��� �����	 y � x (����	 35).
O
 �����
���
 �� "�
�
� ���� 	�
����� e �	
 10 "��
���� ��
��

��	������ ��� ������ 	�
������	��� �
	������ �
�
�� ������	 �
	
��� ���
� ������

�� ����. O
 
��	���
�
� 	���� ����� ���

�	 
�
-
	����� 
��"��

�� �	
 ����	
�	:

� 
������
�  logex ������	
 ��   ln x.

� 
������
�  log10x ������	
 ��   log x.

H 
������
� y � ln x ��������	
 ��������� ������� 
������	��
(� ������� 
������	��), ��� � y � log x 
���� 	���	����	
 �	
 ������

������	��.

Iδιότητες των λογαρίθµων
E��
�� �
 a x and loga x ���	
 	���
������, � 
����
� ���� �� ���
	��-
���� �
��	!� �	 �	� ��
�
 ��� �	����
�� 
������
�.

O
 
�
������ 	���� ��� "������ �	 ��
������ �!

�
�
� ��� ���
�-
���� ���	������� �	
 �����
��� 
��	���
�
�.

Παράδειγµα 5 Xρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των αντιστρόφων

+�
�� �
� �!

�
�
� �� ���� x : (�) ln x � 3t � 5 (�) e2x � 10

Λύση

O
 �����
���
 �	���

����� �
� 	�������� 
�
������:

 x �  
1
2

 ln 10 � 1,15

 2x �  ln 10

 ln e 2x �  ln 10

 (b)   e 2x �  10

x �  e3t�5

 eln x �  e3t�5

 (a) ln x �  3t �  5

 .
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y = x

x

y

1

10

y � log2 x

y � 2x

2

2

ΣΧΗΜΑ 35 H ��	�
�� �	��
�	
� ���
2x �	
 ��� 	���
������ ���, log2 x .

I������
� ��� ����������� ��������
�� ax ��� loga x

1. B�
� a : � x log a ax � x a � 0 , a � 1 , x � 0

2. B�
� e : � x ln ex � x x � 0 , ,eln x

 , ,a loga x

&	������� �� �����
�� ���� ������.

I�
����	 	���
������ 
��	���
���

&	������� ��� �����
��� ���� ������.

I�
����	 	���
������ 
��	���
���

I������
� 
������	��
*
	 �������� ��	��	�
���� 	�
����� x � 0 �	
 y � 0 ,

1. $��������	 ��� ���������: loga xy � loga x � loga y

2. $��������	 ��� �
��
��: loga � loga x � loga y

3. $��������	 �
	 �����
	: loga xy � y loga x

x
y

(	)

(")



A��
�	�

����	� �� x �� �� 
��� �!�
�
� x � , �������� �	
!	�	�������� �� ax �� ���	�� ��� e :

H �����
�� 
������
� ax ���	
 � ��
	 �� ��� ekx �
	 k � ln a ����-
�����	
 �	 	���������� �� ���
� �	�����
��� 
���� 
���
���� ��-
����.

Παράδειγµα 6 Γράφοντας τα εκθετικά ως δυνάµεις του e

Παράδειγµα 7 Eπίλυση εξισώσεων µε λογαρίθµους

+�
�� �
� �!

�
�
� �� ���� x :

Λύση

A�� �
� 
�
������ ��� ax �	
 loga x ������

Q	�	�������	� ��� ������	�	 �!�
�
� �� loga x � (ln x) (ln a) 
��-
���	������ ��
 ���� ���	�
��
�� 
������
� ���	
 ��	 
�	���� ���-
�	���

� ��� ln x .

 / 

 �  (loga x)(ln a) .

 ln x �  ln a loga x

 ,

 
1
5

 �  x

 5 �  
1
x

 7 �  2 �  
x
x2

 3log3 (7) �  4log4 (2) �  5log5 (x / x2
 )

 3log3 (7) �  4log4 (2) �  5(log5 x�log5 x2
 )

3log3 (7) � 4log4
 

(2) � 5(log5 x�log5 x
2
 )

 5�3x �  e(ln 5)(�3x) �  e�3x ln 5

 2 x �  e(ln 2)x �  ex ln 2

 .

 �  e(ln a)x
 .

 �  ex  ln  a

 ax �  eln (ax
 )

eln xax
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A��
�	�

����� �� x �� �� ax 
�� 
��
� x � eln x

+����
���� ���	��� 

A�	�
	��

���� ��� ������

K��� �����
�� 
������
� ������ �	 ��	��� �� � ��

�� ����-
�
�� 
������
� ������� 
��� �	������� ���	��.

'��	��, � ax �	������	
 �� ��� ex ������� 
�� ���	�� ln a .

ax � ex ln a

+����
���� �������

I�
����	 	���
������ 
��	�-
��
���

A�	��
��, 	��� x � 0

I�
����	 	���
������ 
��	���-

��� �
	 �	 ax �	
 loga x
+����
���� ���	���
�� y � loga x

T���� �

���� �����
K��� ���	�
��
�� 
������
� ���	
 ��	 
�	���� ����	���

�
��� ��

��� ���	������.

loga x � (a � 0, a � 1)ln x
ln a



Παράδειγµα 8 Σχεδίαση λογαριθµικής συνάρτησης βάσεως α

����
�
�� ��� f (x) � log2 x

Λύση X��

����
���� ��� ���� 	��	��� "�
��� �
	 �	 !	�	���-
����� ��� f (x).

f (x) � log2 x �

T� ����	 36 ������
 �� ��	�
�� �	��
�	
�.

Eφαρµογές
���� E�����	 3, ���

����
�
	�� ��	�
��� �������� �
	 �	 ��
��-

���� ���"���	�	 �����
��� 	�!�
�� �	
 ����
��. T��	 ��������
�	 ���

����
�
���� �
� 
�
������ ��� ���	������ �
	 �	 ��
���� �	
��
	 ���"���	�	 �
� ��� 	���"�
��� ����.

Παράδειγµα 9 Yπολογισµός χρόνου

H ���	 �������
 1000 € 
� ��	���
�� ���	�
	
�� ��� ��� 	������

��
���
� 5,25% �� ���

� 	�	���

��. &�
� ����
�� �
�
���	 	�	
-
����	
 �
	 �	 	������� �
 �	�	��
�
� ��� 
�� ��
� ��� 2500 €;

Λύση

M����
�

M��� 	�� t ��� 	�	���

���, �� 	��
�� �����	
� ���
 ����

1000(1,0525)t �
 ��

 ���
����	
 �	 ��
���� ��� �!�
�
�

1000(1,0525)t � 2500 .

A
�
����� 
���

E�	��
��

T� 	��
�� �����	
� 
�� ���� ������ �	 	������	
 
�� ��
� ���
2500 € ���� 	�� �	�����
� 17,9 ����, ���	�� ������� 17 ����
	 �	

11 ����� 	�� ��� �	����
� ��� 	��
��� ���	�	���.

Παράδειγµα 10 Σεισµική ένταση

H ���	
� ���� 
�

��� �	�	������	
 
������ 
�� ���	�
��
��
����	�	 Richter. O 
���
��� ����� ���	


M������ R � log � B

���� a �� ������ ��� �	�	����
��� ����
�� ��� ������� 
��� 
�	���
�����
��� �	
 ����
��	
 
� �
��� (�m), T � �������� ��� 
�

�
���
���	��� 
� �����������	, �	
 B ��	� ����
�
�� ���
�
��
�������
�	������	� ��� ���
�����
 ��� �!	
���

� ��� 
�

�
��� ���	���
�	��� � 	��
�	
� 	�� �� ��������� ��� 
�

��� 	�!����	
. *
	 ��	�

�

�� �� ��������� ��� 	����
 10.000 km 	�� ��� 
�	��� ��-
���
���, B � 6,8 . A� � �	�	��	���
	 �	�	������ ����
� ��� ���-
���� ���	
 a � 10 �m �	
 � �������� ���	
 T � 1 sec, ���� � 
�

���
���
 ������� 

 ,�a
T�

 t �  
ln 2,5

ln 1,0525
 � 17,9

 t ln 1,0525 �  ln 2,5

 ln (1,0525)t �  ln 2,5

 (1,0525)t �  2,5

 ,

ln x
ln 2

 .
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[–6, 6] ��� [–4, 4]

y = 
ln x
ln 2

= log
2 

x

ΣΧΗΜΑ 36 H ��	�
�� �	��
�	
� 
��� f(x) � log2 x ������ �	 
���
	-

��� ������	� ���
� ��� ��
 
f (x) � (ln x) (ln 2) . (&	����
��	 8) / 

'
	
����� �� �� 1000.

&	������� ��� �����
��� ���� ������.

+����
���� ���	���



R � log � 6,8 � 1 � 6,8 � 7,8 .

$�	� 
�

��� ����
�� �������� ���	
 
�	��� �	 ����	��
�
 ����-

�
�� �	�	
������ ����� 
�� ��������� ���.

Παράδειγµα 11 Ένταση ήχου

$�	 ���� �	����
��	 ��	������ ��� ��
��� ���	������ ���	
 �
�
�	��� ��
��	��
 � db ��� ���

����
���	
 
��� ��������
�. A�
I ���	
 � ��������� ������ 
� Watt 	�� ����	���
�� �����, ���� �
	���
��
�� ���
����� �	 ���	
 

�#�����	� � 10 log (I 
 1012) db . (1)

A� 	�	�������	�� ���� �
	�� ��	� �
��	

����� ��� 

�� ��� ��
-

���� 
�� 
��������
�� 
	� � «��������	» ��� ���� 	�!����	

�	�� ���	 ���� ���

����, � E!�
�
� (1) 
	� ����
 ���	 ��� 	��-
���
�.

O �
��	

	
��� ��� I 
��� G!�
�
� (1) ��
����
 	�!�
� ����
�	�� 3 db:

H��
����� ��	� 
�
��	

����	
 �� % = 10 log (2I 
 1012 )

= 10 log (2 • I 
 1012 )

= 10 log 2 + 10 log (I 
 1012 )

= 	��
�� ���
����� + 

≈ 	��
�� ���
����� + 3 • log 2 ≈ 0,30

Παράδειγµα 12 Hµιζωή του πολωνίου-210

H �	���� (� #����� �	�����) ���� �	�
������� 
��
����� ���	
 �
������ ��� 	�	
����	
 �
	 �	 �
	
�	
��� � �

� ��
����	 ��� 
��
-
�����. T� 	!
�
������� ������� ���	
 ��
 � ��
��� 	������� 
�	��-
�� ������� ��� ��� �!	����	
 	�� ��� 	�
��� ��� 	��
��� �	�
����-
��� �������, 	��� ����� 	�� �� ��
� ��� �	�
������� ��
�	�.

*
	 �	 ����� �
	�� ����� ��

 �	 �����	�	, �
�� y0 � 	�
���� ���
�	�
������� ������� ��� �����	� 	��
�� 
�� �����	. O 	�
����
��� ������� y ��� ����� 	�������
 ���� 	�� ����
�� �
�
���	 t �	


���	
 �� y � y0 e�kt E���� ������� ��� �
�� t �
	 ��� ����	 � 	�
�-
��� ��� �	�
������� ������� ���	
 	��
"�� � �

�� ��� 	��
���:

(2)

H �
�� 	��� ��� t ���	
 � ��
��� ��� 
��
�����. E!	����	
 ���� 	��
��� �
�� ��� k Ø �� 	��
�� ������ y0 ��� �	���
 �	���	 ����.

O ������ ��
���� ��� ��������-210 ���	
 ��
� �
���� ��� ���
���
������� 
� ����� 	��� �
	 ���. O 	�
���� �	�
������� 	�����
��� ����� 	�������
 ���� 	�� t ������, 
� �����	 ��� 	��
�� ���
-
���� y0 �	�
������ ����	, ���	


.y � y0 e�5
10�3t

 t � ln 2
k

 .

 �kt � ln 1
2

 � �ln 2

 e�kt � 1
2

 y0 e�kt � 1
2

 y0

 .

10 log 2

�10
1 �

394. Αντίστροφες συναρτήσεις και λογάριθµοι

Tυπικές εντάσεις ήχων
%�
� 	���� 0 db

#��

�	 ������ 10 db

������� ������� 20 db

A����"� 	��������� 50 db

������� ��
��	 65 db

A���
���
�
��� (������
��)  

� 	��
�	
� 3 ������ 90 db
%�
� ����� 120 db

E!. (1) �� �� 2I 
�� ��
� ��� I

+����
���� ������� 
�	
 ���
� ��� ��
 ln1=0



$�

, � ��
��� ��� 
��
����� ���	


≈ 139 ������.

AΣKHΣEIΣ 4

 � ln 2
5 
 10�3
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E!. (2)

T� k ��� �!�
�
��
�
	
��
��� ��� ��������

Aναγνώριση αµφιµονοσήµαντων συναρτήσε-
ων από τα γραφήµατά τους
&�
�� 	�� �
� 
��	���
�
� ��� ������ �	 ��	���	�	 �	�-
����	
 
�
� A
��
�
� 1-6 ���	
 	��
����
��	���� �	

��
�� ��
;

1. 2.

3. 4.

5. 6.

Σχεδίαση αντίστροφων συναρτήσεων
K	����	 	�� �
� A
��
�
� 7-10 	��
������
 �� ������	
�
	� 
������
�� y � f(x) . A��
������ �	 ��	���	�	 	���
�	
 
���
�
�� 
�� �	���	 ��� �����	 y � x . $��
�	 	!
�-
��
�
�� �� 
�������	 �� ���� ��� �����	 y � x �
	 �	
���
��
��� �� ������	 ��� f �1 
� ���� �
���	��	. ('��
���	
 	�	�	����� �	 "����� ��� �	���	�
�� ���� ��� f �1.)
&��
�
���
�� �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ��� f �1.

7.

8.

9.

10.

Tύποι αντίστροφων συναρτήσεων
�� �	����	 	�� �
� A
��
�
� 11-16 �	�����	
 � ����� ���

������
�� y � f (x), �	��� �	
 �
 ��	�
��� �	�	
��
�
�
��� f �	
 f �1. B����� ��	� ���� �
	 ��� f �1 
� ���� ����-
���
�.

11. f (x) � � 1, x � 0

x

y

1

10

y � f (x)

y � f –1(x)

x2

�–
2

x

y

0

y � f(x) � sin x,
1

–1

�–
2

–

�–
2

– ≤ ≤x �–
2

1
x

y

0

1

y � f (x)    �   x3/2

x

y

10

1
y � f(x) � 1 � ,  x � 01–

x

x

y

10

1

y � f (x) � 1———
x2 � 1

,  x     0≤

x

y

y � x1/3

x

y

0

y � 1–x

x

y

y = int x

y

x

y � 2 �x�

x

y

0 1–1

y � x4 � x2

x

y

0

y � �3x3

� ln 2
k

;�
���



12. f (x) � , x � 0

13. f (x) � � 1

14. f (x) � � 2x � 1, x � 1

15. f (x) � (x � 1) 2 x � �1

16. f (x) � , x � 0

Eύρεση αντίστροφων συναρτήσεων
��
� A
��
�
� 17-28, "����� ��� f �1 �	
 ��	�����
�� ��


( f � f�1)(x) � ( f �1 
� f )(x) � x

17. f (x) � 2x � 3 18. f (x) � 5 � 4x

19. f (x) � � 1 20. f (x) � � 1 , x � 0

21. f (x) � , x � 0 22. f (x) � , x � 0

23. f (x) � �(x � 2)2 x � 2

24. f (x) � � 2x � 1 , x � �1

25. f (x) � x � 0 26. f (x) �

27. f (x) � 28. f (x) �

Aλλαγή βάσης εκθετικών και λογαριθµικών
συναρτήσεων
��
� A
��
�
� 29 �	
 30, �����
�� ��� �����
�� 
������-

� �� ���	�� ��� e B����� �� ����� (�) ��

��� �	
 (�) �
-
���.

29. y � 3x � 1 30. y � 4x�1

��
� A
��
�
� 31 �	
 32, �����
�� ���� 
������
� 
�-
�	���
�
 ��� ��

��� ���	������. B����� �� ����� (�)
��

��� �	
 (�) �
���. (�) ����
�
�� �����
�	 �� ������	.

31. y � 1 � (ln 3) log3 x 32. y � (ln 10) log (x � 2)

Eπίλυση εξισώσεων ως προς τον εκθέτη
��
� A
��
�
� 33-36, ��
��
�� ��� �!�
�
� 	���"�
��.
A� �
	������ ������

��, ��
"�"	
�
�� �� ��
� 
	� ��	-
�
��.

33. (1,045)t � 2 34. e0,05t � 3

35. ex � e�x � 3 36. 2x � 2�x � 5

Eπίλυση εξισώσεων που περιέχουν λογαριθ-
µικούς όρους
��
� A
��
�
� 37 �	
 38, ��
�� �� ���� y

37. ln y � 2t � 4

38. ln (y � 1) � ln 2 � x � ln x

Θεωρία και εφαρµογές
39. B����� ��	� ���� �
	 ��� f �1 �	
 ��	�����
�� ��
 

( f � f �1)(x) � ( f �1
� f )(x) � x.

(�) f (x) � (�) f (x) �

40. Aντίστροφες συναρτήσεις E�� ����������� 
���� ��
��-
��� �	 ���	
���� �� �����	 ��� ���-����� ������.

$
�� y � f (x) � mx � b m � 0 .

(�) Mάθετε γράφοντας E�
��
���	������
�� ��

�
��
�
	 �� 	��
����
��	��� ��� 
������
�� f.

(�) B����� ��	� ���� �
	 ��� 	���
����� ��� f &�
	
� 
��
� ���	!� ��� ���
��� ��� ��	������� ���
f �	
 f �1 ;

 .

 ,

50
1 �  1,1�x

100
1 � 2�x

 .

 .

x � 3
x � 2

2x � 1
x � 3

1
x3

1
x2

 ,

x2

 ,

x2 / 3x2

x2x3

 .

x

y

0

y � f (x)

1

1

y � f –1(x)

x2 / 3

x

y

0

y � f (x)

1

–1

1–1

y � f –1(x)

 ,

y

1

10

y � f (x)

y � f –1(x)

x2

x

y

1

1–1
–1

y � f (x)

y � f –1(x)

x3

x

y

1

10

y � f(x)

y � f –1(x)

x2
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(�) A� �	 ��	���	�	 ��� 
��	���
��� ���	
 �	���-
����� ������� �� �����
��� ���
���, �
 
�����	�-
���� �
	 �	 ��	���	�	 ��� 	���
������ ���� 
��-
	���
���; 

(�) A� �	 ��	���	�	 ��� 
��	���
��� ���	
 �������
������� �� �����
��� ���
���, �
 
�����	�����
�
	 �	 ��	���	�	 ��� 	���
������ ���� 
��	���-

���; 

41. Pαδιενεργός διάσπαση H ��
��� ����
	� �	�
��������
��
�	� ���	
 12 ����. A��
�� �������� 8 ��	����
	
��� ��
�	�.

(�) B����� �
	 ����	
� �
	 ��� ��
����	 ��� ��
�	�
��� ���
 	�������
 
��	���
�
 ��� ������ t

(�) &��� �	 ���
 	�������
 1 ��	����
�;

42. ∆ιπλασιασµός χρηµάτων &��
�
���
�� ��� 	�	
�������
����� �
��	

	
��� ���� ���	�	��� 500 € �� ��
��-
�
� 4,75% �	
 ���

� 	�	���

��.

43. Πληθυσµιακή αύξηση O �����
��� ��� ����� Glen-
brook ���	
 375.000 �	
 	�!����	
 �� ���

� �����
2,25%. K���� ��	 ���"���� �
	 �� ���� �	 ���
�
 �
�����
��� �� 1 ��	������
�.

44. Eνισχυτές στερεοφωνικών B����� �� ��
�� �	������	 k
�	 �����
 �	 ����	��	

	
��� � ���	
� I ��� ����

��� ��

���� ��� 
��������
��� 
	�, ��

 �
�� �	
	�!���� � ���
����� ��� ���� �	�� 10 db.

45. Eνισχυτές στερεοφωνικών '��	��	

�
	�� ��� ���	
�
��� ���� 
�� 
��������
�� 
	�. K	�� ��
	 ���

-
���� 	�!����� � ���� ��� 	����� (���. � ���
���-
��);

46. Pαδόνιο-222 H �!�
�
� �
�
�	
�� ��� 	��
�� �	��-
����-222 ���	
 � y � y0 e�0,18 t ���� t � ������ 
� ���-
���. &�
�� ������� ������ �	 ���
	
��� �
	 �	 ��	�-
����� �
	 ��
����	 	��
�� �	������ ����� 	���
��-
���� ������� 
�� 90% ��� 	��
��� ��� �
���;

Eπίλυση εξισώσεων και σύγκριση
συναρτήσεων
��
� A
��
�
� 47-50, ���

����
�
�� ������

�� �
	 �	
"����� �	 
����	 ����� ��� ��� �	������. �����-
������
�
�� �
� 	�	���
�
� 
	� 
� ��� ���	�
�� ����	. 

47. y � 2x � 3 , y � 5

48. y � �3x � 5 , y � �3

49. (�) y � 2x y � 3 (�) y � 2x y � �1

50. (�) y � e�x y � 4 (�) y � e�x y � �1

*
	 ���� ������ 
��	���
��� ��� A
��
��� 51-54:

(�) ����
�
�� ��� f �	
 ��� g 
�� ��
� 
���	.

(�) ����
�
�� ��� f � g

(�) ����
�
�� ��� g � f

T
 
�����	����� 	�� �	 ��	���	�	;

51. f (x) � , g(x) �

52. f (x) � x g(x) � 1 x

53. f (x) � 3x g(x) � x 3

54. f (x) � ex g(x) � ln x

55. Λογάριθµος γινοµένου $
�� y1 � ln (ax) , y2 � ln x �	

y3 � y1 � y2

(�) ����
�
�� �
� 
��	���
�
� y1 �	
 y2 �
	 a � 2 , 3 ,
4 , �	
 5 . &�
	 
��
� �	����	
 �	 ������
 ���	!�
��� ��	������� ��� y1 �	
 y2 ;

(�) E�

��
�� �� �	�	���� 
�����	
�� 
	� 
���
�-
����	� ��� y3

(�) E�
"�"	
�
�� �� 
�����	
�� 
	� 	���"�
��.

56. Λογάριθµος πηλίκου $
�� y1 � ln (x a) , y2 � ln x �	

y3 � y2 � y1, �	
 y4 � .

(�) ����
�
�� �
� 
��	���
�
� y1 �	
 y2 �
	 a � 2 , 3 ,
4 , �	
 5 . &�
	 
��
� �	����	
 �	 ������
 ���	!�
��� ��	������� ��� y1 �	
 y2 ;

(�) ����
�
�� ��� y3 �
	 a � 2 , 3 , 4 , �	
 5 . &��
���-
��� �	 ��	���	�	.

(�) ����
�
�� ��� y4 �
	 a � 2 , 3 , 4 , �	
 5 . ���-
������� �	 ��	���	�	 �� 	��� ��� �����	� y � a

(�) #�
�� �	
 ��
�� �� ���� y1

57. H �!�
�
� � 2x ���
 ���
� ��
�
�: x � 2 , x � 4 , �	

���� ��	. M� ��	�
��� �������� ���"���� 
� �
	 �
�
�� ���	��� �	������ ������
� ��� ������ 	���� ��
�-
��.

58. #	 ������
� � 	�
���� x ln 2 �	 

���	
 �� ��� 2ln x �
	
x � 0 ; ����
�
�� �
� ��� 
��	���
�
� �	
 ���
������
�
 "������.

Λογαριθµική παλινδροµική ανάλυση:
πετρελαϊκή παραγωγή
'���� �� 
��. 5 �
	 �
	 �

	���� 
��� �	�
�����
�� 	��-
��
� �� ���
� ������

��.

59. Πετρελαϊκή παραγωγή Iνδονησίας O &��	�	� 15 ������

��� �	�	���� ������	��� ��� I�����
�	� 
� ���	 �
	-
�����
�� ���.

(�) M� �� "����
	 ������

�� "����� �
	 �	�
����-
�
�� �!�
�
� ��

��� ���	������ y � a � b ln x
�
	 �	 �������	 ��� &��	�	 15. X��

����
�
��
��� �!�
�
� 	��� �
	 �	 ���
��
��� ��� ��
���-
�	 ������	��� ��� �	���	�� � I�����
�	 ���	!�
��� 1982 �	
 ��� 2000. *
	 ������	, 	��

��
��
��
��� �
�� x � 60 
�� ���� 1960, ��� �
�� x � 70 
��
1970, �.�.�.

x2

 .ey3 � ey2�y1 � a

 .

ey3

 , / 

 .

 .
 ,

 ,

 /  ,

 /  ,

x1 / 3x3

 .

 .

 , ,

 , ,

 ,

 .
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Πίνακας 15 Πετρελαϊκή παραγωγή Iνδονησίας

���� T���� (
����		����)

1960 20,56
1970 42,10
1990 70,10

�
��: Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).

T

T

T

T

T

T

T



Tριγωνοµετρικές συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους
Aκτινιακό µέτρο • Γραφικές παραστάσεις τριγωνοµετρικών

συναρτήσεων • Tιµές των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων

• Περιοδικότητα • Άρτιες και περιττές τριγωνοµετρικές

συναρτήσεις • Mετασχηµατισµοί γραφηµάτων τριγωνοµετρικών

συναρτήσεων • Tαυτότητες • O νόµος των συνηµιτόνων

• Aντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις • Tαυτότητες

τόξου ηµιτόνου και τόξου συνηµιτόνου

���� ������	 	��� 
���������� �
� ���
������ ��
��������
��� 
�-
�	���
�
� �	
 �
� 	���
������ ����. O
 ��
��������
��� 
��	���
�
�
	������� 
����	
����	 �
��
 ���	
 ���
��
���, ���	�� ��	�	�	�"	-
�������. $�

 ������� �	 ���

����
����� �� ������	 ������ ��-
�
��
��� �
���	

�� 
�� ��
�, ���� �
 �	�����
��� �������	

	���
�
	�����
�
� 
��� 	���
�	
�	 ��� *��, � ���	�
�� ��
� ��� ���

-
��� �������, � 	����
	�� ���
� ��� 	��	��� 
��� �	��
�, � � ���	
-
������ 
����� ��� ���	

	� �	�� ��� �	�����
	 �	
 ��� ������.

O
 	���
������ ��
��������
��� 
��	���
�
� ���������� ��	�
������� �	 �������
���� ������ ��
����� ��� ������ ���������� �
�
�������. H ���

�����	 ��� 
��	���
��� 	���� �	 �	�	
��� ����	-
��� 
�	 K����	
	 6 �	
 7.

Aκτινιακό µέτρο
T� ��������� 	���� ��� ����	� ACB ��� ���	�
	��� ������ (����	 37)


���	
 �� �� ����� ��� ��!�� ��� � ����	 ACB «	����"�
» 	�� ���
���	�
	�� �����.

%�	� �
	 ����	 (	��
�
	���) ������ u ����������	
 
�� ��������

�����
� ���
 (���	�� ���
 ������ �� ������ ������ 	����	� r �	

���
	�	���

�� ��� �	����	
 
�� ����	 38), ���� �
 �!
 "	

��� ��
-
��������
��� 
��	���
�
� �� ��

�	 �� ����	 u �������	
 �� 	��-
������:

 tangent:    tan u � 
y
x    cotangent:    cot u � xy

 cosine:    cos u � xr    secant:    sec u � rx

 sine:    sin u � 
y
r    cosecant:    csc u � ry

435. Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

(�) T�������
�� 
� ��
	�� 
���	 �� ������	 ��� �!�-

�
�� �	�
������
�� �	
 �� �
���	��	 �
	
��-
��� ��� ���������.

(�) X��

����
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� �!�-

�
�� �	�
������
�� �
	 �	 ���"������ ��� ��-
����	��� �	�	���� ��� I�����
�	� �	 ��� 1982
�	
 2000. 

60. Πετρελαϊκή παραγωγή Σαουδικής Aραβίας

(�) B����� �
	 �	�
�����
�� �!�
�
� ��

��� ���	-
������ �
	 �	 �������	 ��� &��	�	 16.

(�) E��
��
�� ��� ��
����	 ������	��� ��� �	��-
�	�� � �	���
�� A�	"�	 �� 1975.

(�) K���� ��	 ���"���� �
	 �� ���� �	 !�����
�
 �
������	��� �	�	���� ��� �	���
��� A�	"�	� ��
��
� ��� 400 ��	��������� �����.

Πίνακας 16 Πετρελαϊκή παραγωγή Σαουδικής Aραβίας

���� T���� (
����		����)

1960 61,09

1970 176,85
1990 321,93

�
��: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).

T

B'

B
s

A'
C A

r1

θ

7����� 	����	� r

P
�

�
	

�
	��� ������

ΣΧΗΜΑ 37 T� 	��
�
	�� ����� ���
����	� ACB ���	
 �� ����� � ��� ��-
!�� AB ��� ���	�
	��� ������ ��
������ C T� � �
��
� ������ �	
������

��� 
� ���
�������� ����
�����, �� �� ������ s r . / 

 .

Tύποι µετατροπής

1 ����	 � (�0,02) 	����
	 (radians)

M����� 
� 	����
	: ����	��	

����-

�� �� 

1 	����
� � (�57) ������ (degrees)

A����
	 
� ������: ����	��	

������

�� 180
p

180
p

p

180

p

180

5



Γραφικές παραστάσεις τριγωνοµετρικών συναρτήσεων
%�	� 
���
������ ��
��������
��� 
��	���
�
� 
�� �������, 
�����-
���	
 �	 ��������� ��� 	��!������ ���	"���� (���. �	 	����
	) �� ��

��"��� x 	��� ��� u (����	 39).

Tιµές των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων
A� � ������ 
�� ����	 40 ���
 	����	 r � 1, ���� �
 �!

�
�
� ��� ���-
���� �	 sin u �	
 cos u ������	


cos u � x sin u � y

���� �������
� 	��� �������� �	 �������
���� �
� �
��� ��� 
����
-
����� �	
 ��� ��
����� ���
	, 	�� �
� 
�����	������ ��� 
������ P ,
	� �
� ����������, � ����
	, 	�� �� �!����
� ������� 	�	����� ���

���	�����	
 �������	� 	�� �� P ��� ������ 
��� �!��	 x (����	 41).
'
	"������ �	 ����	 ��� x �	
 y 	�� �
� ������� ��� ��
�����. O
 	�-
��"�
��� �
��� ��� x �	
 y �	��������	
 	�� �� ���	������
� 
�� �-
���� "��
���	
 �� �������.

 . ,

44

ΣΧΗΜΑ 38 H ����	 � 
��� �	���
�� ��� ��
�.

xx

\��
�� ��
�����	

@��
�� ��
�����	O

r
y

y

P(x, y)

θ

x � 0,    �,    2�, . . .

Function:  y � sin x
– 	 � x � 	

 –1    y    1

Function:  y � tan 

– 	 �y � 	

Function:  y � cos x
&���� ��

���:  
&���� �
���:     
&�������:     

(	) (") (�)

(
�)(�)(�)

2�

x

y � sin  x

0 �–2
� 3�—2

2��–2
–�

x

y � cos  x

0 � 2�–� –3�—2
�–2

0 �

y � tan  x

––

x �       ,         , . . .

x

y

0 �–�

y � sec  x

�–2
3�—2–�–2

3�—2–

�–
2

3�—
2

y     –1 and y    1

x

y
y � csc  x

–

1

–� 2��

�–2
3�—2

�–2
3�—2

y

0

y � cot  x

– �–2
�–2

1

0 �–2

–�–2

–�

≤ ≤


 


≤ ≤ y    –1 �	
 y    1≤ ≤


 
 x � 0,    �,     2�, . . .
– 	 � y � 	


 


–� � 2�3�—2

x

y

x

3�—2
�–2

1

y y

–	 � x � 	

2�
–1    y     1≤ ≤

x �       ,         , . . .�–2
3�—2


 


�

2� 2� �

&���� ��

���:  
&���� �
���:     
&�������:     

&���� ��

���:  

&���� �
���:     
&�������:     

&���� ��

���:  

&���� �
���:     
&�������:     

&���� ��

���:  
&���� �
���:     
&�������:     

&���� ��

���:  
&���� �
���:     
&�������:     

ΣΧΗΜΑ 39 *�	�
��� �	�	
��
�
� ��� 
��	���
��� (	) 
����
�����, (") ��
�����, (�) ��	���-
�����, (�) ������
	�, (�) 
��������
	�, �	
 (
�) 
����	��������, ��	��
 ��� 	��
�
	��� ��-
����.

Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά



Παράδειγµα 1 Eύρεση τιµών ηµιτόνου και συνηµιτόνου

B����� �� ������� �	
 �� 
��������� ��� �p 4 	��
����.

Λύση

Bήµα 1: ����
������ �� ����	 
��� �	���
�� ��
� 
��� ���	�
	��
����� �	
 
���
������ �	 ���� ��� ������� ��� ��
����� 	�	-
����� (����	 42).

Bήµα 2: B��
����� �
� 
�����	������ ��� 
������ P 
�� ����� � ��-
�
�� ��
�����	 ��� ����	� �����
 ��� �����:

M� �	����
��� ������

���� 
������������ ��� &��	�	 17. \	
���


����	 ����
�������
	 ��
������� ��� ���
� ������

�� �
-
��� ��� ��
��������
��� 
��	���
���, ���� 
� 	����
	 ���� 
� ���-
���.

Περιοδικότητα

%�	� ��� ������ ������ u �	
 u � 2p, 	���
��
�	, "��
����	
 
��� �	-
���
�� ��
�, �
 ���
��� ���� ��
������� 
���������. $�

, �
 ��
����-
����
��� 
��	���
�
� ��� ��� ���
�� ����� �
� ��
�� �
���:

cos (u � 2p) � cos u sin (u � 2p) � sin u tan (u � 2p) � tan u
(1)

sec (u � 2p) � sec u csc (u � 2p) � csc u cot (u � 2p) � cot u

O�����, cos(u � 2p) � cos u sin(u � 2p) � sin u �.�.�.
&	�	������� ��
 �
 �
��� ��� ��
��������
��� 
��	���
��� ��	�	-

�	�"�����	
 �	�� �	��� �
	
���	�	. &��
�������� �� 
�����
���� 	�-

 , ,

 / 

0 r

y

x

�

P(x, y)

r

ΣΧΗΜΑ 40 O
 ��
��������
��� 
�-
�	���
�
� �
	� ���
��� ����	� �
�������	
 
��	���
�
 ��� x , y ,
�	
 r .

P��	�
	��� ������

y

x

1
θ

P(x, y) � (cos θ, sin θ)

 x

 y

1

ΣΧΗΜΑ 41 T� �!����
� ������� 	�	��-
��� �
	 �� ����	 �.

 
  

 
  

 √ 2
2

��, ���   
�
4

cos  �� , sin   ��  
 

√ 2
2

�
4

y

x

1

�– –
4

√ 2—
2

√ 2—
2

P

�

ΣΧΗΜΑ 42 @�� �� ������� ��� 
��-
�	��� ������������ �� ������� �	

�� 
��������� ����	� �� 4 	��
-
����. (&	����
��	 1)

 / 

Πίνακας 17 Tιµές των συναρτήσεων sin θ cos θ και tan θ για επιλεγµένες γωνίες θ

M���
� �180 �135 �90 �45 0 30 45 60 90 135 180
� (�������) �� �3� 4 �� 2 �� 4 0 � 6 � 4 � 3 � 2 3� 4 �

sin � �0 �1 0 1 2 1 � �0

cos � �1 �0 � 1 1 2 0 �1

tan � �0 1 �1 0 1 �1 �0�3�3 / 3

� �2 / 2 / �2 / 2�3 / 2 �2 / 2� �2 / 2

�2 / 2�3 / 2�2 / 2 / � �2 / 2� �2 / 2

 /  /  /  /  /  /  /  / 

 , ,

455. Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

cos – p

4
 = 
�����	����� x ��� P = 2

2
 ,

sin – p

4
 = 
�����	����� y ��� P = – 2

2
 .



�� ������	� ��
 �
 �!
 "	

��� ��
��������
��� 
��	���
�
� ���	
 �����-
��
�	.

%��� �	����	
 
�� ����	 39, �
 
��	���
�
� cos x sin x sec x �	
 csc
x ���	
 ���
��
��� �� ������� 2p O
 
��	���
�
� tan x �	
 cot x ���	

���
��
��� �� ������� p

H 
����	
����	 ��� ���
��
��� 
��	���
��� ����
�	
 
�� ����-
��� ��
 ����� �	
�����	 ��� ��
��� ���� �	� �	 ����	 �������� �

��

��� ��

����� �	���

����� ���
��
�� 
�����
����. (����	 43).
T	 �����	�
�� ���	�	, � ��
������	 ��� �	��
��, �	
 �� ������
��
����	 ��� ������ 
�	 
���
	 �	� ���	
 ��	 ���
��
�� �	
�����	. T�
��������	����
�� ����� ��� ����	���
 �� �	���� 
��� ������ �
���-
������� ���	
 ���
��
��, ���� ���
�� �
 �

���!�
� ��� ����
��� ��
-
��
��
���, � � ��
������	 ��� ���

����
��� ���	���. O
 ������ ���
����� ���	
 ���
��
���, �� ��
� �	
 � �	
���. E��
��, �
 �
������ ��-

�
� ��� 
������, �	��� �	
 �
 �
��
�
� ��� ��	�����. Y�������


����� �����!�
� ��
 �
 �	������
� �������
 ���	
 ���
��
���, �� ��-
����� 90.000 ��� 100.000 ����.

%���, �
	�� 	��"	����� ��
� ���

��� �
 ��
��������
��� 
��	�-
��
�
� 
�� ������ ��� ���
��
��� �	
�������; H 	�����
� �����	

	�� ��	 	���
���� �	
 ������ ������	 ��� ������������ 	��
��
�
-
��� ���

���, 
�����	 �� �� ����� ���� ���
��
�� 
������
� ������
�	 ��	��� �� ��	� 	���"�
��� 
����	
��� ��
����� �	
 
����
�����.
$�

, ���
� �	�	���
���� ��� 	��
��
�
�� ���

�� ��� ��
����� �	


����
�����, �	 ���	
�� 
� ��
� �	 �	�	
����
���� �	���	�
�� ��-
����	 �
	 �� 
�����
���� ��� ���


������ ���
��
��� �	
�������. 

Άρτιες και περιττές τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 
%��� �	����	
 	�� �� ����	 39, �
 
��	���
�
� cos x �	
 sec x ���	

���
��, 	��� �
 ��	�
��� ���� �	�	
��
�
� ���	
 
������
��� �� ����
��� �!��	 y. O
 �����
��� ��

��
� "	

��� ��
��������
��� 
��	���-

�
� ���	
 ���
����. 

Παράδειγµα 2 Eπαλήθευση άρτιου και περιττού χαρακτήρα

'��!�� ��
 �� 
��������� ���	
 
������
� ���
	, ��� �� ������� ��-
�
���.

Λύση A�� �� ����	 44, ����	
 ��


cos (�u) � � cos u sin (�u) � � � sin u ,
�y
r ,x

r

 .
 .

 , , ,
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Oρισµός Περιοδική συνάρτηση, περίοδος
M�	 
������
� f(x) ���	
 �
������� ���
�� ������
 ���
��� 	�
-
���� p ����
�� �
�� f(x � p) � f (x) �
	 ���� x . H �
������� ��-
�	�� �
�� ��� p ���	
 � �
������ ��� f .

ΣΧΗΜΑ 43 H ����� ��� 
�
�����
������
 ��� ���
��
�� ��
� ���
-
��� ���
��� ��
�����
�� ��� 	�-
����
��� ���	�

���. H �������-
�
�� 	��� �
��	!� ��������
 ���	-
�
�� (���. �
	����) �� �������-
�	��
�������	 (ECG) , ��� 	�	-
����, �	
 ��� ���
� ��� 	
������.

%
������ �������	
����!� �������-
�
��

&������� p: tan (x � p) � tan x
cot (x � p) � cot x

&������� 2p: sin (x � 2p) � sin x
cos (x � 2p) � cos x
sec (x � 2p) � sec x
csc (x � 2p) � csc x

y

x

P(x, y)

P'(x, �y)

r

r

�

��

ΣΧΗΜΑ 44 A�������� ������. (&	-
����
��	 2)



��� 
��	���
 ��
 �� ��� 
��������� ���	
 ���
	 
������
�, �� ��
������� ���
���. 

X��

����
���	� �	 
������
�	�	 ��� &	�	�����	��� 2, ���-
����� �	 	���	������ �
	 ��� �������� ��� �����
��� ��

���� "	-


��� ��
��������
��� 
��	���
���. *
	 �	����
��	,

�
 ��

 � ������
	 ���	
 ���
	 
������
�, ��� � ��	������� ���
�-
��. M� �	����
��� 
�����

���� �������� �	 ���!���� ��
 � 
�-
�������
	 �	
 � 
����	������� ���	
 ���
���� 
��	���
�
�.

Mετασχηµατισµοί γραφηµάτων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων
O
 ��
�
 �	����� ��� �	� ��
������� �	 ���	���������, �	 ��
����-
�����, �	 
���
��������, �	
 �	 �	����������� �� ������	 �
	� ��-
���
	� 
��	���
���, 

����� �	
 �
	 �
� ��
��������
��� 
��	���-

�
� �
�
�����	. T� 	������� �
���	��	 �	 
	� "����
�
 �	 ����
��
��� ���� ���� �	�	������ 
� �	����	 	�� �
� �
���	
��� 	����. 

y � af (b(x � c)) � d

Παράδειγµα 3 Mοντέλο της θερµοκρασίας στην Aλάσκα

O
 �	�	
���	
��� ��� ����
�
�� 	����� ��� �
	
����
 ��� A��
�	
���

������
	� ����������
�� ������
� �
	 �	 	�������� �� ��-
�������� �	 ��
�
�
 �� ���
�	 �	������ ��	��� ���� ���	�����
��������	� 
� 	��� 	�� ��� 	����. K	�� ��� 
���
	
�� ��� ����-
�
��� ������
���, ���� ��	� 	�	�	����� �	 ��������� �� �
	���	�-

� ��� �������	
�	� ��� 	���
�	
�
��� 	��	 
�� �
����
	 ����
�����. ����� ������

���� ���� 	����


	� �	 �	�	
��
��� ��
�
	���	�
� 	��� �� ��	 
������
� ��
����� (� �	�����
���) ���
������

f (x) � A sin � D (2) ,�2p
B

 (x � C)	

 tan (�u) �  
sin (�u)
cos (�u)

  �   
�sin u
cos u

 �  � tan u ,

 sec (�u) �  
1

cos (�u)
  �   

1
cos u

 �  sec u ,
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K	�	������ ��
�����
� �

�������
�· �	�����

���

��� �!��	 x

O�
����
	 ��
�����
� � 
�������
�· �	��-
���

��� 
��� �!��	 y

K	�	������ ���	-
���

�

O�
����
	 ���	���

�

9 �!��	� 	���� 
���	
 � �����	
 y � D.

9�
����
	
���	���

�
C )

D � A

D � A

D

y

x
O

; 	��
�	
� 
	��� ���	
 

� �������� (&)

7	�	������
���	���

�
(D)

&����� (A)

y = A sin + D2�
B (x – C)(                  )

(

ΣΧΗΜΑ 45 H ���
�� ��
�����
��� �	����� y � A sin [(2� B)(x � C)] � D
�
	 ���
��� �
��� ��� A B C �	
 D. (&	����
��	 3) , , ,

 , / 



���� �A � ���	
 �� �����	, �B � � �������	, C � ��������� ���������
, �	

D � 
���
����
 ���������
 ��� �	������ (����	 45).

T� ����	 46 ������
 ��� �� �
	 ����
	 
������
� �������� �	
�	�	
��
���� �� ��������� �������	
�	. K��� �������	 
�� 
��-
�	 �	�

����
 �� ��
� �����

	 �������	
�	 ��� 	��	 
��� ����-
��
�	 Fairbanks ��� A��
�	�, "�
�
 �����
��� ��� E��
��� M�-
��������
��� Y����
�	� ��� H.&.A. ���	!� 1941 �	
 1970. H ��
��-
���
��� 
������
� ��� ���

����
����� �
	 �	 ���
����
�
 �
� ��
���	��� �	�����	 �	 ��
�	�	�
�� �������	 ���	
 �

f (x) � 20,5 sin – 3,8,

���� f ���	
 � �������	
�	 
� "	����� 7��
���, �	
 x ���	
 � 	�!��
	�
���� ��� ������, �	�"�����	� �� 	������	 ��� ����� ����	
��� �����. %��� "������, � ��
�����
��� �	����� �	
�
���
 �!	
��-
�
�� �	�� 
�� �
���
�� ������	 ��� �����
���.*

Tαυτότητες
A� ��	���
���� �� &��	����
� #�����	 
�� ������� 	�	����� ��
����� ��������
 �������	� ��� ������ 
��� �!��	 x 	�� �� 
�����
P(cos u sin u) ��� ���	�
	��� ������ (����	 47), ����

H �!�
�
� 	���, ��� 	������
 �
	 ���� u, ���

����
���	
 
�������	
	�� ���� ���� ��
��������
�� �	������	. '
	
����	� ��� �	�� 
�
��
�� cos2 u �	
 sin2 u �	�������

O
 �	�	���� ����
 	�������� �
	 �����
�� ������ A �	
 B.

 ,

� 2p

365
 (x � 101)	

48 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

�
��: «Is the Curve of Temperature Variation a Sine Curve?” by B. M. Lando and C. A. Lando,
The Mathematics Teacher, Vol. 7, No. 6 (September 1977), Fig. 2, p. 53.

ΣΧΗΜΑ 46 M�
� �������	
�	 	��	 	�� �����
�
� 
�� Fairbanks ���
A��
�	� (����
��� ���������). �� ���� ����	 ���
 
���
	
��� � ��
-
�����
��� 
������
� ��� ���
������
 �	 ��
�	�	�
�� �������	, 

f(x) � 20,5 sin [(2� 365) (x � 101)] – 3,8. / 

q	�. j�"�. P��. @��. P���� q���. q���. @��. ����. 9��. x���. '��. q	�. j�"�. P��.

–17,7

–28,8

–6,6

4,4

15,5

#
��

��
��

	

�	

 (
°C

)

P(cos �, sin �) x2 � y2 � 1

y

x

�� sin � �

� cos � � 1

ΣΧΗΜΑ 47 T� ������� 	�	����� �
	
�
	 ���
�� ����	 � .

cos2 u � sin2 u � 1 . (3)

 1 � cot2 u � csc2 u .

 1 � tan2 u � sec2 u ,

*�.�.M. M��	����	�� �
� �������	-

��� 	�� °F ��� ���	
 
�� ���������,

� °C. A���� ���	
 �	
 � ����� ���
���	�
��� �������	

�� ��� ��. 46.
��� ���������, � �	�	������� �!�-
�	� ���
 "	���������� 	�� 20 °F, !�-
�
����	� 	�� ���� –20 °F, ��� � ���-

���

�
�� 
������
� ���	


f(x) = 37· sin [(2�/365) (x – 101)] + 25.



A� ���	 ��
���� ���� A �	
 B ��� ��
	 ����	 u, �!������ �����
��� ���

��� �	��������. 

O νόµος των συνηµιτόνων
A� a b �	
 c ���	
 �
 ������� ���� ��
����� ABC, �	
 u ���	
 � ����	
	���	��
 	�� ��� ������ c ����

H �!�
�
� 	��� �	����	
 ��	�� ��� ����	������.
M������� 	��
�� �	 ��

����� �
	 ��� 

�� ��� ����� 	���� 	�

��������
���� ��� ������ C 
��� 	��� ���� 
�
���	��� 
�����	-
������, ��� � �!��	� x �
	�����
 �� ��	 ������ ��� ��
�����, ����
�	����	
 
�� ����	 48. O
 
�����	������ ��� A ������	
 ���� (b 0) ,
��� 	���� ��� B ���	
 (a cos u a sin u) . T� ��������� ��� 	��
�	
��
���	!� ��� A �	
 B 

���	
 ��

= a2 (cos2 � + sin2�) + b 2 – 2ab cos �

1

$�

, � ����� ��� 
����
����� ���
����
 �� &��	����
� #����-
�	. A� u � p 2 , ���� cos u � 0 �	
 � � .

Aντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις
K	��	 	�� �
� �!
 "	

��� ��
��������
��� 
��	���
�
� ��� ����	��� 39
��� ���	
 	��
����
��	���. O
 
��	���
�
� 	���� ��� ����� 	���
���-
���. <
��
�, ���
�������	� �� ����� ��

��� �	����	� 	�� 	����, ���-
����� �	 �	�	������� ���� 	��

����
��� 
��	���
�
�, ���� �����	

�	���� 
�� &	����
��	 4.

b 2a 2c 2
 / 

 � a 2 � b 2 � 2ab cos u .

 c 2 � (a cos u � b)2 � (a sin u)2

 ,
 ,

 ,
 , ,
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T���� ������	���� ����!�

(4)
  sin (A � B) �  sin  A  cos  B �  cos  A  sin  B

  cos (A � B) �  cos  A  cos  B �  sin  A  sin  B

%��� �
 ��
��������
��� �	��������
��� �	 
	� ���
	
���� 
�� "
"��� 	�-
�� ���������� 	�� �
� G!

�
�
� (3)
�	
 (4).

T���� ���
!� ����!�

(5)
 sin  2u �  2  sin  u  cos  u

  cos  2u �   cos2 u �  sin2 u

� � � 2ab cos u (6) .b 2a 2c 2

A��� �	 	��
����
��� �
� G!

�
�
�
(5), ���	
 ����
������ �	 ����
�� �
�
���
������� G!

�
�
� (4).

y

x
C

B (a cos �, a sin �)

A (b, 0)

a

�

c

b

ΣΧΗΜΑ 48 E��������	� �� ��-
������� ��� 	��
�	
�� ���	-
!� ��� A �	
 B �	�	�������

��� ���� ��� 
����
�����. 



Παράδειγµα 4 Περιορισµός του πεδίου ορισµού του ηµιτόνου

'��!�� ��
 � 
������
� y � sin x �p 2 � x � p 2 , ���	
 	��
��-
��
��	���, �	
 
���
�
�� ��� 	���
����� ���.

Λύση T� ����	 49	 ������
 �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� ���
��
-

����� 
������
�� ��
�����. H 
������
� 	��� ���	
 	��
����-

��	���, ���
�� ��� ��	�	�	�"���
 �	��	 	�� �
� �
��� �!���� ���.
������� ������
 � 	���
����� ���, ��� ����	 
���
�
	�� 
�� ���-
�	 49", ��	���

���	� �	 �
	���	����	 �����, 
�����	 �� ���
E�����	 4.

H 	���
����� ��� ���
��

����� 
������
�� ��� ��
����� ���
&	�	�����	��� 4 �	����	
 ������
�
 ����������� 
�������. T� 	���-

����� ������� x ���	
 � ����	 ����� ��� �
	
���	��� [�p 2 , p 2] ���
����	� �� ������� 

���	
 �� x . ���"������	
 �� sin�1 x � arcsin x A�-
������
 �
 
��"��

��� 	���� �
	"�����	
 «��!� ��
����� x» � «	���-

����� ������� x».

T	 ����	 ��

��� ��� �����
��� "	

��� ��
��������
��� 
�-
�	���
��� ������� ���
�� �	 ���
��

���� �����
����� �	 �	�	
���
���	�� � ��	�!� ��� 	��

������ ����. ���� �������
� 	��� �	 ����	
��

��� �	
 �
��� ��� 	���
������ 
��	���
��� 	�������� ����	
��� ��

��� ����.

O
 ��	�
��� �	�	
��
�
� ��� �!
 	���
������ ��
��������
���

��	���
��� �	�����	
 
�� ����	 50.

 .
 /  / 

 /  /  ,
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[–3, 3] ��� [–2, 2]

(	)

x = t, y = sin t, –     ≤ t ≤�
2

�
2

[–3, 3] ��� [–2, 2]

(")

x = sin t, y = t,        ≤ t ≤�
2

�
2

–

ΣΧΗΜΑ 49 (	) M
	 ���
��

���� ��
�����
��� 
������
� �	
 (") � 	-
���
����� ���. T	 ��	���	�	 	��� �	�����
	� �� �	�	����
�� 
��-
��	
� 
� ������

��. '���� ��� E�����	 6 �
	 �
	 ��

����
� ��� �	-
�	����
��� 
��	���
���. (&	����
��	 4)

Oρισµοί Aντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

"�������� %
��� ����	�� %
��� ��	!�

y � cos�1 x �1 � x � 1 0 � y � p

y � sin�1 x �1 � x � 1

y � tan�1 x �� � x � �

y � sec�1 x �x � � 1 0 � y � p y �

y � csc�1 x �x � � 1 y � 0

y � cot�1 x �� � x � � 0 � y � p

�
p

2
 � y � p

2
 , 

p

2
 ,

�
p

2
 � y � p

2

�
p

2
 � y � p

2



T	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ��� 	���
������ 
��	���
��� ��
��-
����	
 (���� 	��� ���	
 	�	�	�����) ��

 �
�� �	 

����� �
 �	�	��-
�� 
��
�
� ���	!� ��� 
��	���
���:

%�	� �� ����
�������
 �	� �
	����
 ������	 ���
�� ������

��� ��-
�� �
	 �
� 
��	���
�
� cos�1 x sin�1 x �	
 tan�1 x, ���� 	�� �
� �	�	-
���� 
��
�
� "��
����� �
� �
��� ��� sec�1 x csc�1 x �	
 cot�1 x. , ,

 , ,

  cot�1 x � p / 2 �  tan�1 x .

  csc�1 x �  sin�1 (1 / x) ,

  sec�1 x �  cos�1 (1 / x) ,
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x

y

1–1

y � sin–1 x

�–
2

�–
2

–

(")

&���� ��

���:  –1 ≤ x ≤ 1

&���� �
���: �–
2

�–
2

–         ≤ y ≤    

x

y

1–1

y � cos–1 x

�–
2

�

(	)

&���� ��

���:  –1 ≤ x ≤ 1

&���� �
���:  0 ≤ y ≤ �

�–
2

x

y

1 2–1–2

y � sec–1 x
�–
2

�

(�)

&���� ��

���:  x ≤ –1 � x ≥ 1

&���� �
���: –�–
2

< y <

x

y

1 2–1–2

y � tan–1 x

�–
2

�–
2

–

(�)

�–
2

�–
2

&���� ��

���:  –	 < x < 	

&���� �
���:       < y <–

x

y

1 2–1–2

y � csc–1 x
�–
2

�–
2

–

(�)

�–
2

�–
2

–

&���� ��

���:  x ≤ –1 � x ≥ 1

                   ≤ y ≤    , y ≠ 0&���� �
���: 

x

y

1 2–1–2

y � cot–1 x

�–
2

�

(
�)

&���� ��

���:  –	 < x < 	

&���� �
���:  0 < y < �

ΣΧΗΜΑ 50 *�	�
��� �	�	
��
�
� ��� (	) y � cos�1 x (") y � sin�1 x
(�) y � tan�1 x (�) y � sec�1 x (�) y � csc�1 x �	
 (
�) y � cot�1 x . , , ,

 , ,



Παράδειγµα 5 Συνήθεις τιµές του sin–1 x

O
 ������ 	������ 
�� ����� �	
 ���	��� ���	������
�, 	��� �� ��-
��� �
��� ��� 
��	���
��� sin�1 x ���	
 �� �
�
���	 [�p 2 , p 2] .

Παράδειγµα 6 Συνήθεις τιµές του cos–1 x

O
 ������ 	������ 
�� ����� �	
 ������� ���	������
� 	��� �� ��-
��� �
��� ��� 
��	���
��� cos�1 x ���	
 �� �
�
���	 [0, p] .

Παράδειγµα 7 Συνήθεις τιµές της tan–1 x

O
 ������ 	������ 
�� ����� �	
 ���	��� ���	������
�, 	��� �� ��-
��� �
��� ��� 
��	���
��� tan�1 x ���	
 �� �
�
���	 (�p 2, p 2) . /  / 

 /  / 
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Tι σηµαίνει το «τόξο» στα τόξα ηµι-
τόνου και συνηµιτόνου

T� 
���	 ����
 �
	 �������
�� ����-
���	 ��� 
��	���
��� y � sin�1 x �	

y � cos�1 x �
	 ������ ��� �������	


� 	����
	 �	
 �����	
 ����� ��� ���-
��� ���	���������. *
	 ��� ���	�
	��
�����, � �!�
�
� s � ru �����	
 s � u,
���	�� �
 ���������� ������ �	 ���	

��
�� ������ �� �� ��!� ��� �������
���� 
��� �����. A� x � sin y ����
�� y, ����� 	�� ����	 ��
����� x, �	
���	
 ���
�� �� ����� ��!�� ��� ���
���	�
	��� ������ �� ����� ����	

��	��
 ����	� ��
����� x $�

 �	-
����� �� y «��!� ��� ������ �� �����-
�� ���	
 x».

 .

 ,

x

y

*���	 

����
�����

x

10 x

x2 � y2 � 1

*���	
��
�����

x

\�!� ��
����� x

\�!� 

����
�����
x

x

y

0

2
√ 3

 √ 3—
2

sin    ��–
3

1

 √ 3—
2

sin–1       � �–
3

�–
3

x

y

0

√ 2

1

sin–1             � –

�–
4 –1

 √ 2—
2 √ 2

1— sin–1             �





–

 √ 2
1—sin         �– �–

4




 –

– –



�–
4

x

y

0

√ 2cos    ��–
4

1

cos–1       � �–
4

�–
4

1 √ 2
1—

 √ 2—
2 √ 2

1— cos–1       �

x

y

0

2
√ 3

cos–1          � 2–
3

–

–1

1–
2







1–
2


 –

�

2–
3

�

2–
3

cos         ��

x sin�1 x x cos�1 x x tan�1 x

p 3 p 6 p 3

p 4 p 4 1 p 4

1 2 p 6 1 2 p 3 p 6

�1 2 �p 6 �1 2 2p 3 �p 6

�p 4 3p 4 1 �p 4

�p 3 5p 6 �p 3 / ��3 / ��3 / 2 / ��3 / 2

 /  / ��2 / 2 / ��2 / 2

 / ��3 / 3 /  /  /  / 

 / �3 / 3 /  /  /  / 

 /  / �2 / 2 / �2 / 2

 / �3 / �3 / 2 / �3 / 2

x

y

0

2

√ 3
tan    ��–

6

�–
6 x

y

0

2
–√ 3

1

 √ 3tan–1            � –

–

1







�–
3

�–
3

–

1—
√ 3

tan–1      � �–
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3

1—
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 √ 3  �– –
   3





tan          � –



Παράδειγµα 8 ∆ιόρθωση πορείας

K	�� �� �
����
	 �
	� 	������
��� ���
�� 	�� �� Chicago 
�� St.
Louis, � ��"������� 
���
������
�� ��
 �� 	���
����� ���
 	�����-
��
 	�� ��� ������
����� �����	 ��� �	�� 12 ���
	, ���� �	����	


�� ����	 51. B����� �� ����	 a ��� �����
 �����	 �	������� ����
��� 	��
�� (����) �����	. B����� 	���� �� ����	 b �	
 ����� ��
�
�����
�� ����	 c � a � b

Λύση

a � sin–1  12——
180

≈ 0,067 	����
	 ≈ 3,8°

b � sin–1  12——
62

≈ 0,195 	����
	 ≈ 11,2°

c � a + b ≈ 15°.

Tαυτότητες τόξου ηµιτόνου και τόξου συνηµιτόνου
H ��	�
�� �	��
�	
� ��� y � sin�1 x ���	
 
������
�� �� ���� ���
	��� ��� 	!����, ���� �	����	
 
�� ����	 50". �������, �� ��!� ��
-
����� ���	
 �
	 ���
��� 
������
�:

sin�1 (�x) � �sin�1 x (7)

H ��	�
�� �	��
�	
� ��� y � cos�1 x ��� �	���

���
 	���
��
��

�������	. A��’ 	����, ���� ������
 �� ����	 52, �� ��!� 
����
�����
x 
�	����
�� ��� �	������	 

cos�1 x � cos�1 (�x) � p (8)

�

cos�1 (�x) � p � cos�1 x (9)

M�������, ��, �	 ����� 	�� �� ������� ��� ����	��� 53 ��
 �
	 x � 0 ,

sin�1 x � cos�1 x � p 2 . (10)

H G!�
�
� (10) 

���
 �	
 �
	 �
� �����
��� �
��� ��� x 
�� �
�
���	
[�1 , 1].

 / 
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 .

 .
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Chicago

c

Springfield

St. Louis
@���
�����

179

180

12
62

61

a

b

ΣΧΗΜΑ 51 T� �
���	��	 ������
 ��
�
����
� �����	� (&	����
��	 8).
O
 	��
��
�
� (��� 
���
�����	


� ���
	) ����� 
����������
����
(����� ����	�	� 
����	
�).

x

y

x

cos–1x

–x 0

cos–1(–x)

–1 1

ΣΧΗΜΑ 52 cos�1 x � cos�1 (�x) � � .

x
1

sin–1 x

cos–1 x

ΣΧΗΜΑ 53 ��� 
���	 	���,

. sin�1 x �  cos�1 x � p / 2



Aκτίνια, µοίρες, και κυκλικά τόξα
1. �� ����� 	����	� 10 m, ��
� �� ����� ��!�� ��� ���-

��
 ���������� ����	 �
� �� (�) 4p 5 	����
	; (�) 110� ;

2. �� ����� 	����	� �
�� �� 8, �
	 ���������� ����	 ���-
���	
 	�� ��!� ������ 10p Y������
�� �� ����	 
�
	����
	 (	��
�
	�� �����) �	
 
� ������.

Eύρεση τιµών τριγωνοµετρικών
συναρτήσεων
3. A��
������ �	
 
�������
�� ��� �	�	���� ���	�	

�
��� ��� 
��	���
���. E�� ��	 
������
� ��� ���-
���	
 �
	 ����
	 ����	, 
��� 	���
��
�� ��
� ������
«AOP». M�� ���

����
�
��� ������

�� � ���
��
���	�	 �
���.

u �p �2p 3 0 p 2 3p 4

sin u
cos u
tan u
cot u
sec u
csc u

4. A��
������ �	
 
�������
�� ��� �	�	���� ���	�	
�
��� ��� 
��	���
���. E�� ��	 
������
� ��� ���-
���	
 �
	 ����
	 ����	, 
��� 	���
��
�� ��
� ������
«AOP». M�� ���

����
�
��� ������

�� � ���
��
���	�	 �
���.

u �3p 2 �p 3 �p 6 p 4 5p 6

sin u
cos u
tan u
cot u
sec u
csc u

��
� A
��
�
� 5 �	
 6, �����	
 � �
�� ��	� �� ��� 
��	���-

��� sin x cos x �	
 tan x. B����� �
� �
��� ��� �����
-
��� ��� 
��	���
��� 
�	 �	���

���	 �
	
���	�	.

5. (�)

(�)

6. (�)

(�)

Σχεδίαση τριγωνοµετρικών συναρτήσεων
����
�
�� �
� ��	�
��� �	�	
��
�
� ��� 
��	���
���
��� 	��������� (A
��
�
� 7-10). &�
	 � �������� �	��-
��	� 	�� 	����;

7. (�) sin 2x (�) cos px

8. (�) �sin (�) �cos 2px

9. (�) (�)

10. (�) (�)

��
� A
��
�
� 11 �	
 12, 
���
�
�� �
� ��	�
��� �	�	
��-

�
� ��� 
��	���
��� 
�� ������� ts (��
����
�� � �!��	�
t, �	�	������� � �!��	� s). &�
	 ���	
 � �������� ����

��	���
���; T
 ������ 
�������	 �	���

����� �
 ��	-
�
��� �	�	
��
�
�;

11. s � cot 2t 12. s � sec 

Xρήση των τύπων αθροίσµατος γωνιών
��
� A
��
�
� 13 �	
 14, �����
�� �� �����
	 ��
����	

��	���
�
 ��� sin x �	
 cos x

13. (�) cos (p � x) (�) sin (2p � x)

14. (�) sin (�) cos 

X��

����
�
�� ���� ������ ��� 	����
�	��� ���
�� �
	 �	
	�����!��� �
� �	�������� 
�
� A
��
�
� 15 �	
 16.

15. (�) cos � sin x

(�) cos (A � B) � cos A cos B � sin A sin B

16. (�) sin � cos x

(�) sin (A � B) � sin A cos B � cos A sin B

17. T
 �	 �������
 	� ��
��� B � A 
��� �	������	
cos (A � B) � cos A cos B � sin A sin B ; �������� ��
	������
�	 �� ���
 ��� ��� ������	��; 

18. T
 �	 �������
 	� ��
��� B � 2p 
���� ������ 	����-

�	��� ���
��; ��������� �	 	������
�	�	 �� ���

��� ��� ������	��; 

Γενικές ηµιτονοειδείς καµπύλες
A��� 	��

��
��
��� �
� 
��	���
�
� ��� A
��
��� 19
�	
 20 �� ��� �!�
�
� (2) ��� ��
�����, "����� �
� 
�	-
����� A B C �	
 D. ����
�
�� �����
�	 �
� ��	�
���
���� �	�	
��
�
�.

19. (�) y � 2 sin (x � p) � 1

(�) y � sin (px � p) �

20. (�) y �

(�) y � L � 0

21. Θερµοκρασία στο Fairbanks της Aλάσκας B����� (�) �� ���-
���, (�) ��� �������, (�) ��� ��
����
	 ���	���

�, �	

(�) ��� �	�	������ ���	���

� ��� ���
��� ��
����-
�
���� 
��	���
���

L
2p

  sin  2pt
L

 ,

�
2
p

  sin � p

�2
 t� �  

1
p

1
2

1
2

 , , ,

�x �  
p

2�

�x �  
p

2�

�3p

2
 �  x��3p

2
 �  x�

 .

�pt
2 �

 cos �x �  
p

4� �  1 sin �x �  
p

4� �  1

 sin �x �  
p

2� cos �x �  
p

2�

px
3

 , ,

 /  /  /  /  / 

 /  /  / 
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 / 
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AΣKHΣEIΣ 5

 sin  x �  
3
5

 ,  x  in �p

2
 , p	�

 cos  x � 1
3

 ,  x  in �� p

2
 , 0	�

 tan  x �  
1
2

 ,  x  in �p , 
3p

2 	�

 sin  x � �1
2

 ,  x  in �p , 3p

2 	�



22. Θερµοκρασία στο Fairbanks της Aλάσκας X��

����
�
��
��� �!�
�
� ��� A
��
��� 21 �
	 �	 	�	���
��� ���-

���

�
�� 
�	 �	�	���� ������	�	 
���
�� �� ��
�������	
�	 
�� Fairbanks ��� A��
�	�, ��� ����	�
� ��	�
�� �	��
�	
� �����	
 
�� ����	 46. Y����-

�� ��
 �� ���� ���
 365 ������.

(�) &�
�� �
 ���

��� �	
 ����

��� ��
�� �����

��
�������	
���; 

(�) &�
�� ���	
 � ��
�� ���� ��� ���

��� �	
 ���-
�

��� ��
�� �����

�� �������	

��; *
	�� �
��
�� ���� 	���� 

���	
 �� ��� �	�	������ ��-
�	���

� ��� 
��	���
���;

Συνήθεις τιµές των αντίστροφων
τριγωνοµερικών συναρτήσεων
X��

����
�
�� ������	 	�	����� ���� 
�	 &	�	����-
�	�	 5-7 �����
����� �	 �������
��� �
� ���������� ��-
���� 
�
� A
��
�
� 23-26.

23. (�) tan�1 1 (�) tan�1 (� ) (�) tan�1

24. (�) sin�1 (�) sin�1 (�) sin�1

25. (�) cos�1 (�) cos�1 (�) cos�1

26. (�) sec�1 (� ) (�) sec�1 (�) sec�1 (�2)

Eφαρµογές και θεωρία
27. B�

��
	
�� 
� �
	 �
���	����	�
�� 	����
	 �	


�	��
	
�� ����	 
��� �����
�� �����, ��� ��
����
���� ��� ����� (����� �� 	������� 
���	). H �����
���
 12 ����	 ����� �	
 	����
 3 ����	 	�� ��� ����-
�
�� �����. '�������� ��
 	������ x ����	 	�� ���
����� ���� "��
���	
 � �����, ���!�� ��
 � ����	 ��-
	
�� ��� ����� ���	


28. Y������
�� �� ����	 a

29. E�	�������	� ��� ���� ��� 
����
����� 
�� �������
��� 
���	���, "����� �
	 ����	
� �
	 ��� ��
����	
cos (A � B) .

30. E�� ��	���
��� 
� 
���	 �	����
� �� 	��� ���
I
��
�� 29, � ����� ��� 
����
����� ������ 	���-
���	� 
� ��	� ���� �
	 ��� ��
����	 cos (A � B) .
&�
� ���	
 	��� �� 
���	, �	
 ��� �����	
 � 	����
!�;

31. A�������� �
	 ����� 	����
!� ��� ��
 tan�1 1 �
tan�12 � tan�1 3 � p E!���
�� �
 	��
"�� 
��"	���
.

32. ∆ύο αποδείξεις της ταυτότητας sec�1 (�x) � p � sec�1 x

(�) ('�������
�) A�������� �
	 
���	�
�� 	����
!�
��� 
��
�� sec�1 (�x) � p � sec�1 x M������� �	
��� �!���
���;

(�) (A������
�) ����������	� �	������	 �
� 	��-
������ ��� �!

�
�
�, 	�����!�� ��� �	������	
sec�1 (�x) � p � sec�1 x :

33. H ταυτότητα sin�1 x � cos�1 x � p / 2 T� ����	 53 �����-
�
���
 ��� �	������	 	��� �
	 0 � x � 1 . &����
��-
��� �	 ��� ������
�
��� �	
 �
	 �� �����
�� ��� �
	-

���	��� [�1 , 1] , ��	�����
�� ����	 �� 	������	�
������

�� ��
 � �	������	 

���
 �
	 x � 1 , 0 , �	


x

y

1–1

y � sec–1x

�–
2

0

�

x–x

  sec�1 x �  cos�1 (1 / x) .

  cos�1 (�x) � p �  cos�1 x ,

 .

 .

y

x
0 1

1

1
B

A

21
�

50

65˚

�

 .

�
G
���

\�����

O
��

��

x

12m

3m

a �  cot�1 x
15

 �  cot�1 x
3

� 2

�3��2

��3
2

 ���1

�2��1
2�

���3
2

 �� 1

�2���1
2 �

� 1

�3��3
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f (x) = 20,5 sin 2p

365
 (x – 101)  – 3,8.



�1 . $��
�	, �
	 x ����� ��� �
	
���	��� (�1 , 0) , ��-

�� x � �a a � 0 , �	
 ��	���
�� �
� G!

�
�
� (7)
�	
 (9) 
�� ����

�	 sin�1 (�a) � cos�1 (�a) .

34. '��!�� ��
 �� ����

�	 tan�1 x � tan�1 (1 x) �	�	-
����
 
�	����.

35. Nόµος των ηµιτόνων O ����� ��� ��
����� ��� ���
 ��

	� a b �	
 c ���	
 �
 	���	��
 ������� ��� 	���
��
-
��� ���
�� A B �	
 C ���� ��
�����, ����

K�����	� �	������� ���
� ��� 	�������� 
����-
���, �	��� �	
 ��� �	������	� sin (p � u) � sin u 	��-
���!�� ��� ���� 	����.

36. Eφαπτοµένη αθροίσµατος γωνιών O 
������ ����� �
	
��� ��	������� ��� 	����
�	��� ��� ���
�� ���	
 

A�����!�� ���.

Eπίλυση τριγώνων και σύγκριση
συναρτήσεων
37. Eπίλυση τριγώνων

(�) $�	 ������� ���
 ������� a � 2 �	
 b � 3 �	
 ��-
��	 C � 60� B����� �� ����� ��� ������� c

(�) $�	 ������� ���
 ������� a � 2 �	
 b � 3 �	
 ��-
��	 C � 40� B����� �� ����� ��� ������� c

38. Eπίλυση τριγώνων

(�) $�	 ������� ���
 ������� a � 2 �	
 b � 3 �	

����	 C � 60� (���� 
��� I
��
� 37, ������	
(	)). Y������
�� �� ������� ��� ����	� B ��-
����	� ���
� ��� ����� ��� ��
����� ��� A
��-

��� 35.

(�) $�	 ������� ���
 ������ c � 2 �	
 ���
��������
������ A � p 4 �	
 B � p 3 . Y������
�� �� ��-
��� a ��� 	���	��
 ������� ��� ����	� A

39. H προσέγγιση sin x � x %�	� �� x ����
��	
 
� 	����
	
�	
 �	����
 �
���� �
���, � ���
���

� sin x � x ���-
��� �	 	��"�� 
�
	����	 ���

��. ���� E�����	 3.6 �	
����� �
	�� 

���
 � ���
���

� 	���. *
	 �
���  �x �
� 0,1 , �� 
���
�� 
����	 ���	
 �
������� ��� ����
����	��

�
���.

(�) A��� �����	��	��
��� �� ����
�������
 
	� �	
����� �
� ������ 
� 	����
	 (����� ���	�����	


��� ����� � ����
!� “radians”) 
���
�
�� �
� 
�-
�	���
�
� y � sin x �	
 y � x 
� ��
	�� 
���	 �	


� ���
��� ���� 	�� ��� 	��� ��� 	!����. T

"������ �	 
��"	���
 �	��� �� x ���

���
 
���
	���;

(�) &����	��	��
�� �� ����
�������
 
	� 
� ������
(“degrees”), �	
 �	���
� 
���
�
�� �
� y � sin x
�	
 y � x 
� ��
	�� 
���	 �	
 
� ���
��� ����
	�� ��� 	��� ��� 	!����. �� �
 �
	����
 � �
���	
��� "������ 	�� 	���� ��� ���	�� 
��� ��
����
“radians”;

(�) Mοίρες ή ακτίνια; Ένας γρήγορος έλεγχος E��	
 ���-
��	��	�

���� �� ����
�������
 
	� 
� 	����
	;
Y������
�� �� sin x �
	 x ����� 
�� �����, �.�.
�
	 x � 0,1 . A� ��������
 ��
 sin x � x ���� ��
����
�������
 
	� ������
 ������ 
� 	����
	
(“radians”)Ø 	��
��, ��
. '��
��
�� ��. 

40. Συναρτήσεις και οι αντίστροφές τους

(�) ����
�
�� �
� y � cos x �	
 y � sec x 
� ��
	��

���	 �
	 �3p 2 � x � 3p 2 . ����
�
�� �� 
�-
����
���� ��� 
��	���
��� sec x 
���
�� �� �	
���
��	 �	
 �
� �
��� ��� cos x

(�) ����
�
�� �
� y � sin x �	
 y � csc x 
� ��
	��

���	 �
	 �p � x � 2p ����
�
�� �� 
�����
-
���� ��� 
��	���
��� csc x 
���
�� �� �	 ���
�-
�	 �	
 �
� �
��� ��� sin x

��
� A
��
�
� 41 �	
 42, "����� �	 ����	 ��

��� �	
 �
-
��� ���� 
������� 
������
��. K	���
� 
���
�
�� �
�

������� 
��	���
�
� 
� ���

�� �
	�����	�	. K	�	��-
���� �� 
�����
���� ���� ��	�
��� �	�	
��
���; A
�
�-
����
�� ��� 	�����
� 
	�. ����
�
�� �
� ���
�� �
	��-
��� �
	������� ���	!� ��� ��	�������.

41. (�) y � tan�1 (tan x) (�) y � tan (tan�1 x)

42. (�) y � sin�1 (sin x) (�) y � sin (sin�1 x)

��
� A
��
�
� 43-46, ��
��
�� ��� �!�
�
� 
�� �	���
-

���� �
�
���	. 

43. tan x � 2,5 , 0 � x � 2p

44. cos x � �0,7 , 2p � x � 4p

45. sec x � �3 , �p � x � p

46. sin x � �0,5 , �� � x � �

47. Tριγωνοµετρικές ταυτότητες $
�� f(x) � sin x � cos x

(�) ����
�
�� ��� y � f (x) . &��
������ �� ��	�
��
�	��
�	
�.

(�) A�� �� ��	�
�� �	��
�	
� "����� �� ������, ���
�������, ��� ��
����
	 ���	���

�, �	
 ��� �	�	-
������ ���	���

�.

(�) E�	�����
�� �
� 	�	���
�
� 
	� 	�� ��� ���� ���
��
����� 	����
�	��� ��� ���
��

sin a cos b � cos a sin b � sin (a � b).

48. Oφιοειδής του Nεύτωνα ����
�
�� ��� ��
��
�� �	���-
�� ��� N�����	, y � 4x ( � 1) . K	���
� 
���
�
��

� ��
	�� 
���	 ��� y � 2 sin (2 tan�1 x). T
 �	�	��-
�����; E!���
��.

x2
 / 

 .

 .

 .

 .

 /  / 

 ,

 .
 /  / 

 . .

 . .

 tan (A � B) �  tan  A �  tan  B
1 �  tan  A  tan  B

 .

BC C

A

c h
b

a

B C

A

c bh

a

 ,

 sin  A
a  �  sin  B

b
 �  sin  C

c  .

 , ,
 , ,

 / 

 ,
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Hµιτονοειδής παλινδροµική ανάλυση:
µουσικοί φθόγγοι και θερµοκρασία
'���� �� 
��. 5 �
	 �
	 �

	���� 
��� �	�
�����
�� 	��-
��
� �� ������

��. M
	 ��
�����
��� �!�
�
� �	�
�-
�����
��� ���	
 �
	 ���
�� ��
�����
��� �	����� ���
������ (2). &����� ������

��� ������� �	 ���
	���-

��� ����
�� �!

�
�
� �	�
������
��� 
� 	�
����
��
�������	.

49. Eύρεση συχνότητας µουσικού φθόγγου O
 ���

��� ����-
��
 (�����) ��� ���	
 �	�� ���	�	 
���
�
��� ��� 	�-
�	. H ���	�
�� 
�����
���� 
�� ��
� ������ �	 	��-
����� �� ������ 	���"�
	 ��
� ���
��� ��
�����
���
�	������. Y������� �
	��!�
� (�	 �������	 
�
��-
�	�	 CBL, ���. Calculator Based Laboratory� (CBL)
systems) ��� �	�	������� ����
	 ���	�	 
���
�
���
�� ��	 �
�������. ���� &��	�	 18 �	�����	
 �	 	��-
����
�	�	 �����
��� ��� ���	"���� ��� ���
�� ��	-
��
 ��� ������, �
 ������ �������	� �	��� �	����	�
��	 �
	�	
�� �	
 ��������	� 	�� 
�
���	 CBL.
(�) B����� �
	 ��
�����
�� �!�
�
� �	�
������
��

(���
�� ��
�����
�� �	�����) �
	 �	 	�
����
��
�������	 ��� ���	�	, �	
 
���
�
�� ��� 
� ��
��

���	 �� �� �
���	��	 �
	
����� ��� ���������.

(�) H ������
�� ���� ���

��� �������, ���	�� ����
���	���, ����
��	
 
� ������� 	�� ������������,
���	�� 
� Hertz (1 Hz � 1 ������ 	�� ���������-
���). H 
�������	 ���	
 	���
����� ��� ��������
��� ���	���, � ����	 ����
��	
 
� �����������	
	�� �����. &��"���� 
� ��	 ������
� ��� 
����-
���	� ��� ���

��� ������� ��� �	�����	
 	��
���
	�	
��. 

50. Θερµοκρασιακά δεδοµένα O &��	�	� 19 ����
 �
� ��
��
���
	��� �������	
��� 
�� St. Louis �
	 �
	 �������
12 �����, 	�������	� 	�� I	�����
�. X��

����
�-
��	� �
	 �� ���
	�	 �������	
�	 �� ������� 

y � a sin (b(t � h)) � k

���� y � �������	
�	 
� "	����� K��
��� �	
 t �
������ 
� �����, 	�	���
�� 
�	 �!�� ������	�	:

(�) B����� ��� �
�� ��� b, ��������� ��
 � ��������
���	
 12 �����.

(�) &�� 
�������	
 �� ������ a �� �� �������	

	��
�
	���� 27° �(–1°);

(�) X��

����
�
�� �� 	������
�	 ��� (") �
	 �	
"����� �� k .

(�) B����� �� h �	
 ������ ��� ����� ����	
� �
	 ��
y .

(
) ����
�
�� �� �������	

	�� �	����� y 
� ��
��

���	 �� �� �
���	��	 �
	
����� ��� ���������.

51. Hµιτονοειδής παλινδρόµηση O &��	�	� 20 �	����
 �
���
��� 
��	���
���

f(x) � a sin (bx � c) � d

�� 	���"�
	 ��� ���	�
��� ������.
(�) B����� �
	 ��
�����
�� �!�
�
� �	�
������
���

�
	 �	 �������	.
(�) Q	�	������ ��� �!�
�
� �� �	 a b c �	
 d


����������
����	 
��� ���

�
���� 	���	
�.

52. &���������� 
���� ��
����� �	 ��������� �� �����	 ���
���-����� ������. K��� ���

��� ������� (���. ���	) ���
���	
 �	�� �
	 	��������	 ������� 
���
�
��� ��� 	�-
�	. O &��	�	� 21 ����
 �� 
�������	 (
� Hertz) ����
������� ��� �
	���
��� (���
���) ���

��� ����	�	�. O

�����
�
� ���
��-������ �
	 �� �	������� �
	�	
��
��� &��	�	 22 ��
�	� �� 
�
���	 CBL �	
 �
�������.

 , , ,

 ,
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Πίνακας 18 Mετρήσεις διαπασών

X����� %�
�� X����� %�
��

0,00091 �0,080 0,00362 �0,217
0,00108 �0,200 0,00379 �0,480
0,00125 �0,480 0,00398 �0,681
0,00144 �0,693 0,00416 �0,810
0,00162 �0,816 0,00435 �0,827
0,00180 �0,844 0,00453 �0,749
0,00198 �0,771 0,00471 �0,581
0,00216 �0,603 0,00489 �0,346
0,00234 �0,368 0,00507 �0,077
0,00253 �0,099 0,00525 �0,164
0,00271 �0,141 0,00543 �0,320
0,00289 �0,309 0,00562 �0,354
0,00307 �0,348 0,00579 �0,248
0,00325 �0,248 0,00598 �0,035
0,00344 �0,041

Πίνακας 19 Μέση θερµοκρασία στο St. Louis

X����� (	��
�) *
�	������� (°C)

1 1

2 –1

3 4

4 7

5 14

6 19

7 26

8 27

9 22

10 17

11 11

12 4

Πίνακας 20 Tιµές συνάρτησης

x f (x)

1 3,42
2 0,73
3 0,12
4 2,16
5 4,97
6 5,97

T T

T

T



Παραµετρικές εξισώσεις
Παραµετρικοποιήσεις καµπυλών στο επίπεδο • Eυθείες και άλλες

καµπύλες • Παραµετρικοποίηση αντίστροφων συναρτήσεων

• Mια εφαρµογή

%�	� � ����
� ���� 
��	�
���� ��� �
����	
 
�� ������� ��
���
 �� 	�-
��� ��� ����	��� 54, ���� ��� ������
 �!�
�
� ��� ������ y � f(x) ���
�	 ��� ���
�����
, 	��� �������� �	�	������� ������� ��� �������
��� �	����� 
� ���


����	 	�� ��	 
����	 (����� ��� I
��
� 25 ���
E�����	� 2). O�����, ��� �������� �	 ���
�������� ��� �	����� ��-
�������	� �� x 	������	� �� 
������
� ��� y . ���� �	���
	 ������	,
�	 ������ ��	� ����� ����� ���
��	��� �	������, � ������ ���

��-
��
�� �
	 ����� ���	"����, ��� �	����	
 ���������	. H ���� ���

��
	��� ������� ������ �	 ��	���
��� �!�
�� �	�� �
	 �	 ���
��������

�����
� 
��	���
�
� (�	
 �
� 	���
������ ����, ��	� 	���� ��������),
���� 	���� ��� ������ ��� ������
�
. 

Παραµετρικοποιήσεις καµπυλών στο επίπεδο
%�	� � ����
� ���� 
��	�
���� ��� �
����	
 
�� ������� ��
���
 �� 	�-
��� ��� ����	��� 54, ���� ���������� �
� 
�����	������ ��
��� ���

��	�
���� �� 
��	���
�
� �
	� ������ ���	"����� t �	
 ���
������-
�� ��� ����
� �� ��	 ������ �!

�
���, x � f (t) �	
 y � g(t) . %�	� ��-
������� ����
�, ���

�	
 � ���	"���� t �	 �������
 ��� �����. T�-
��
�� ������ �!

�
�
� ���������� 
� 
��
� �� ��� �	���

	�� ����
y � y(x,) ��������� ��
 �	� ����������� �
	 �� ��
� ��� 
��	�
����
(x y) � (f (t) , g(t)) 
� ���� ���	����
���� ����
�� �
�� t . ,
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(�) B����� �
	 ��
�����
�� �!�
�
� �	�
������
��
�
	 �	 �������	 ��� &��	�	 22 �	
 
���
�
�� ���

� ��
�� 
���	 �� �� �
���	��	 �
	
����� ���
���������. 

(�) &��
�
���
�� �� 
�������	 �	�����
�� ��� �
	-
�	
�� �	
 	�	�����
�� ��

 �� ���	 ��� 	���
�	���	��.

Πίνακας 21 Συχνότητες µουσικών φθόγγων

&������ (����) "�#������ (Hz)

N�� 262
N��# � P�b 277

P� 294
P�# � M
b 311

M
 330
j	 349

j	# � ���b 370
��� 392

���# � +	b 415
+	 440

+	# � �
b 466
�
 494

N�� (������� ����"	) 523

�
��: CBL� System Experimental Workbook, Texas
Instruments, Inc., 1994.

Πίνακας 22 Mετρήσεις διαπασών

X����� %�
�� X����� %�
��

0,0002368 1,29021 0,0049024 �1,06632
0,0005664 1,50851 0,0051520 0,09235
0,0008256 1,51971 0,0054112 1,44694
0,0010752 1,51411 0,0056608 1,51411
0,0013344 1,47493 0,0059200 1,51971
0,0015840 0,45619 0,0061696 1,51411
0,0018432 �0,89280 0,0064288 1,43015
0,0020928 �1,51412 0,0066784 0,19871
0,0023520 �1,15588 0,0069408 �1,06072
0,0026016 �0,04758 0,0071904 �1,51412
0,0028640 1,36858 0,0074496 �0,97116
0,0031136 1,50851 0,0076992 0,23229
0,0033728 1,51971 0,0079584 1,46933
0,0036224 1,51411 0,0082080 1,51411
0,0038816 1,45813 0,0084672 1,51971
0,0041312 0,32185 0,0087168 1,50851
0,0043904 �0,97676 0,0089792 1,36298
0,0046400 �1,51971

( f(t), g(t))

#�
� 
��	�
����
�� ����
�� 
�
��� t

ΣΧΗΜΑ 54 H ����
� ���� 
��	�
����
��� �
����	
 
�� ������� xy ���
������ ����	 �	 �������� �� � ��	-
�
�� �	��
�	
� �
	� 
������
��
��� x � ��� y .

6



Παράδειγµα 1 Kίνηση σε παραβολική καµπύλη

H ��
� P(x y) 
��	�
���� ��� �
����	
 
�� ������� xy �����	
 	��
�
� �!

�
�
� �	
 �� �
�
���	 
�� ����� �	����
 �
��� � �	�������� 

x � , y � t t � 0 .
&��
�
���
�� ��� ����
� ��� 
��	�
���� �	
 ���
������ ��� ����-

� ���.

Λύση E�
��
����� �	 ���
�
���
���� ��� ����
� 	�	�������	�
��� ����� t 	�� �
� �!

�
�
� x � �	
 y � t M� ���� ����, �	
�������
 �
	 	�	�����

�� 	���"�
�� 
��
� ���	!� ��� x �	
 y .
B��
����� ��


y � t � � .

$�

, �
 
�����	������ ��
��� ��� 
��	�
���� 
�	����
��� ��� �!�-

�
� y � , ���	�� �� 
��	���
� �
����	
 
��� �	�	"��
�� ����
�
y � .

#	 ��	� �����, �
��
�, �	 
����������� ��
 ����
� ��� 
��	-
�
���� ���	
 � ������ �	�	"��� y � Ø 
��� ��	��	�
�����	 ���	

���� � �

� �	�	"���. H 
�����	����� x ��� �	����
 ���� 	����
-
��� �
���. T� 
��	���
� !��
�� 	�� �� 
����� (0, 0) ��	� t � 0 �	

�
����	
 ����	 ����� ��� ������ ���	���������, �	��� � ������ 	�-
!����	
 (����	 55).

H ���	"���� t ���	
 �
	 ����	
���� ��� �	������, �� �� ����� ��
-

��� ��� I ���	
 �� ����	
����� ������	�. A� �� I ���	
 ���

�� �
�-

���	, a � t � b ���� �� 
����� ( f (	) , g(	)) ���	
 �� ��#��� ��	
�� ���
�	������, ��� �� 
����� ( f (") , g(")) ���	
 �� �

��� ��	
��. %�	� ��-
����� �
� �	�	����
��� �!

�
�
� �	
 �� �	�	����
�� �
�
���	 ��	�
�	������, ���� ��
 ������ ����	
����������
� ��� �	�����. O

�!

�
�
� �	
 �� �
�
���	 �	�� 	�������� ��	 ����	
����������� ���
�	������.

��� &	����
��	 1, �� �	�	����
�� �
�
���	 ���	
 �� [0 , �) , 
���-
��� 	��
�� 
����� ���	
 �� (0, 0) . '�� ������
 ���
�� 
�����.

O ������

��� ������ �	 
���
���
 �	�	����
��� �	������ ����

� ���

�� �
�
���	, �
 ��

 � ��	�
�� �	��
�	
� 
��� ����� ��� ��-
�	����
 ����	 	��	�	 
����	, 	���� �
 	� � �	����� ��� ������� ���
�
	����
 ����
	. A� �� ����� �	�� ��� 	��� ��	� 
���
����� �	������
�� ������

��.

Παράδειγµα  2 Kίνηση µε φορά αντίθετη των δεικτών
του ρολογιού (αριστερόστροφη)

����
�
�� �
� �	�	����
��� �	������

(�)x � cos t y � sin t 0 � t � 2p

(�)x � a cos t y � a sin t 0 � t � 2p . , ,

 , ,

 ,

x2

x2
x2

x2(�t )2

 .�t

 ,�t

 ,
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x

y

0

y � x2, x      0

(1, 1)

t � 1

P(√ t , t)

G�����
� �
	
t � 0

≤
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 �!

�
�
� x � �	

y � t �	
 �� �
�
���	 t � 0 ���
���-
���� ��� ����
� ���� 
��	�
����
��� �
	�����
 �� ��!
� ��

� ���
�	�	"���� y � . (&	����
��	 1)x2

�t

Oρισµοί Παραµετρική καµπύλη, παραµετρικές εξισώσεις
A� �	 x �	
 y ������	
 	�� �
� 
��	���
�
�

x � f (t) , y � g(t)

�	
 �� t �	����
 �
��� 
� ����
� �
�
���	, ���� �� 
����� ���

������ (x y) � (f (t) , g(t)) ��� �������	
 	�� �
� �	�	���� �!
-

�
�
� 	������� �
	 ����	
����� ��	��
�. O
 �!

�
�
� 	����
���	
 �
 ����	
������ 
���!�
�� ��� �	������.

 ,

x
0

t

P(cos t, sin t)

x2 � y2 � 1

t � 0
(1, 0)

t � �

t � �–
2

t � 3�—–
2

y
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 �!

�
�
� x � cos t �	

y � sin t ���
������� ����
� ���
��� ������ � � 1 . T� "����
������
 �� ���� ��� ������ t (����
�
	��	��� ��� ������). (&	����
�-
�	 2)

y 2x2



Λύση

(�) E��
�� � � cos2 t � sin2 t � 1 , � �	�	����
�� �	�����
���	
 � ���	�
	��� ������ � � 1 . K	��� �� t 	�!����	

	��  0 
� 2p �� 
����� �� 
�����	������ (x y) � (cos t sin t)
!��
�� 	�� �� ��
� (1, 0) �	
 �
	�����
 ��	� ����� ����� ��
	�

����
����� ���� (����	 56).

(�) %�	� x � a cos t y � a sin t �	
 0 � t � 2p ������ � �
cos2 t � sin2 t � . H �	�	����
������
� ���
�����
 ��-

�	 �
	 ����
� ��� 	�����
 	�� �� ��
� (a 0) �	
 �!���

��	

	�

����
����	, �
	�������	� ��	� ����� ����� � �
������ ��

�����
 
�� (a 0) �� ����
�� 
�
��� t � 2p.

Παράδειγµα 3 ∆ιανύοντας ένα ηµικύκλιο µε δεξιόστροφη φορά 

����
�
�� ��� �	�	����
�� �	�����

x � cos t y � �sin t 0 � t � p

B����� �
	 �	���

	�� �!�
�
� �	������ ��� ���
���
 ��� �	�	��-
��
�� �	�����. &�
� ����	 ��� ��	���	��� ��� �	���

	��� �!�-

�
�� �	������	
 	�� ��� �	�	����
�� �	�����; &��
������ ���
����
�.

Λύση T� 
����� �� 
�����	������ ��
��� (x y) � (cos t �sin t)
�
����	
 ��� ��� ������ � � 1 . �� 	�����
� �� �� &	����
��	
2, � ����
� ���	 ���	
 ��!
�
����� (������
	��� �����). K	���
	�!����	
 � ������ t 	�� 0 
� p, �� y �	����
 	����
��� �
��� �	

�� x ��	������	
. T� 
����� (x y) �
����	
 ��� ��� ���� ���
���
��� ������, 	��
�� �	��������� ���� �� (0, �1) �	
 �	���
� 	���-
������ ���� �� (�1, 0) . H ����
� 
�	�	�� 
�� t � p, �	�������	�
��

 ���� �� ���� ��

� ��� ������ (����	 57).

Eυθείες και άλλες καµπύλες
&����� ����� �	������, 
�����
�	�"	������� ��� ����
�� �	
 ���
������	���� ��������, ������� �	 ��

���� �	�	����
��. 

Παράδειγµα 4 Kίνηση σε ευθεία

����
�
�� �	
 	�	�����
�� ��� �	�	����
�� �	�����

x � 3t y � 2 � 2t 0 � t � 1 .

T
 �	 
��"�� 	� 	���� � ���
��

��� ��� �
��� ��� t;

Λύση *
	 t � 0 , �
 �!

�
�
� ������ x � 0 �	
 y � 2. *
	 t � 1 ,
���	
 x � 3 �	
 y � 0. A� 	��
�	�	
��
���� t � x 3 
��� �!�
�
�
�
	 �� y , �	�������

K	�� 
�����
	, � �	�	����
�� �	����� �
	�����
 �� ����	 ��� ��-
���	� y � �(2 3)x � 2 	�� �� 
����� (0, 2) 
�� (3, 0) (����	 58).

A� ������ ��� ���
��

�� 
�� t 	�������	� ��

 �� �	�	��-
��
�� �
�
���	 	�� [0, 1] 
� (��, �) , � �	�	����
������
� �	 �	-
����
 ��� ��� �����	 y � �(2 3)x � 2 . / 

 ,
 / 

y � 2 � 2 �x
3� � �2

3
 x � 2 .

 / 

 , ,

 ,

y 2x2
 , ,

 . , ,

 ,
a 2y 2x2

 ,
a 2a 2a 2

y 2x2
 , , ,

 , , ,
y 2x2

y 2x2
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x

y

0

P(cos t, �sin t)

x2 � y2 � 1

G�����
� �
	
t � 0

(0, –1)

\���	�

���
�
	 t � �

t � �–
2

ΣΧΗΜΑ 57 T� 
����� 
P (cos t �sin t) �
����	
 �� ��!
�-

����� ���� �	��� � ������ t 	�-
!����	
 	�� 0 
� �. (&	����
��	 3)

 ,

[–4, 4]        [–2, 4]

x = 3t, y = 2 –2t

T=0
X=0 Y=2

ΣΧΗΜΑ 58 H ��	�
�� �	��
�	
� ���
������	���� ����	��� 
x � 3t y � 2 � 2t 0 � t � 1 .
����
����	
 �� 	��
�� 
����� 
(0, 2). (&	����
��	 4)

 , ,

���



Παράδειγµα  5 Παραµετρικοποίηση ευθύγραµµου τµήµατος

B����� �
	 �	�	����
������
� �
	 �� ������	��� ����	 �� ���	 �	

����	 (�2, 1) �	
 (3, 5) .

Λύση X��

����
���	� �
� 
�����	������ ��� 
������ (�2, 1)
�	�	
��������� �
� �	�	����
��� �!

�
�
�

x � �2 � at y � 1 � bt

A���� �	�

������ �
	 �����	, ���� �
	�

������� ������	� ����
�!�
�
� �� ���� t �	
 �!

�����	� �	 ��!
� ����, �����

H �����	 	��� �
�����	
 	�� �� 
����� (�2, 1) �
	 t � 0. &��
�
�-
������� �	 a �	
 b ��

 �
�� �	 �
�����	
 �	
 	�� �� (3, 5) �
	 t � 1.

�������, �

x � �2 � 5t y � 1 � 4t 0 � t � 1

���	
 �
	 �	�	����
������
� ��� ������	���� ����	��� �� 	��
��
�	
 ���
�� 
����� �� (�2, 1) �	
 (3, 5) 	���
��
�	.

Παράδειγµα 6 Kίνηση κατά µήκος της έλλειψης x 2
/ a 2 + y 2

/ b2 = 1

&��
������ ��� ����
� 
��	�
���� ��� ������ � ��
� P(x y) �	��
�� ����
�� 
�
��� t �����	
 	�� �
� �!

�
�
�

x � a cos t y � b sin t 0 � t � 2p

Λύση B��
����� ����	 �
	 �	���

	�� �!�
�
� ��� 
�����	�-
����� ��� 
��	�
����, 	�	�������	� ��� ����� t 	�� �
� �!

�
�
�

H �	������	 cos2 t � sin2 t � 1, �	� ����


O
 
�����	������ ��
��� (x y) ��� 
��	�
���� 
�	����
��� ��

��
� ( ) � ( ) � 1, 
������ �� 
��	���
� �
����	
 ����

��� ����
�� 	���. *
	 t � 0, �
 
�����	������ ��
��� ���	


x � a cos (0) � a y � b sin (0) � 0 ,

���	�� 	������	 ��� ����
�� ���	
 �� 
����� (a 0) . K	��� � ���-
��� t �����, �� 
��	���
� 	������	
 �
������� ���� �	 	�

����, ��
	�

����
����� ����. '
	�����
 �
	 ����� ����
��, �	
 ��
-

�����
, �����, 
��� 	��
�� ��� ��
� (a 0) ��	� t � 2p (����	 59).

Παραµετρικοποίηση αντίστροφων συναρτήσεων
O��
	������ 
������
� y � f (x) ������ �	 �	�	
�	��� (��	 �	
 �	

���
	
���) �	�	����
�� �� �!��: 

x � t �	
 y � f (t) .

 ,

 ,

 ,

b 2
 / y 2a 2

 / x2
 ,

 cos t � xa ,    sin t � 
y
b

 .

 . , ,

 ,

 , ,

 5 � 1 � b   ⇒   b � 4

 3 � �2 � a  ⇒   a � 5

x � 2
a  � 

y � 1
b

 .

 . ,
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x � 3 �
	 t � 1 .

y � 5 �
	 t � 1 .

a cos t

b sin t

x

y

0
t

P

b a

x2
—
a2

y2
—
b2� � 1

ΣΧΗΜΑ 59 H ����
�� ��� &	�	����-
�	��� 6, 
���
	
���� �
	 a > b > 0
O
 
�����	������ ��� 
������ P ��-
�	
 x � a cos t , y � b sin t .

 .

�x
a�

2

 � �y
b�

2

 � 1 ,   or   x2

a 2
 � 

y2

b 2
 � 1 .���	��



M� ��	��	�� ��� t �	
 f (t) ���������� �
 �	�	����
��� �!

�
�
� ���
	���
������ 
������
��:

x � f (t) �	
 y � t

(����� ��� E�����	 4).
*
	 �	����
��	, �����
����� �	 
���
�
���� �� ������

�� ���

	��
����
��	��� 
������
� f (x) � x2 x � 0 , 
�� ��
� 
���	 �� ���
	���
����� ��� �	��� �	
 �� ��� �����	 y � x x � 0 , �	 ���

��-
��
�
���� ��� ��
���� «�	�	����
��� 
����	
��» (“parametric”) ��
�!��:

*�����	 ��� f : x1 = t ,    y1 = t2,    t ≥ 0

*�����	 ��� f –1 : x2 = t2,    y2 = t

*�����	 ��� y = x : x3 = t ,    y3 = t

T� ����	 60 ������
 �	 ���	 	��� ��	���	�	.

Mια εφαρµογή

Παράδειγµα 7 Pίψη εφοδίων

$�	 	���
����� ��� E������ ��	���� �����
 ����
�	 �	
 ����	�	

� �
	 ���
��� ��� ���
�� �	�	
������. A� �� 	���
����� 	����-

���
�
 �	 ����
	 	��
"�� ���� 	�� �� 	��	�� 
����� ���� !���-
��� ��� ���
 ����� 220 m, �	
 	� �� ������ �
	�����
 �������	� ���
����
� 

x � 35t �	
 y � �4,9t2 � 160 , t � 0

���� ������� �	 !������ 	� �	 ����
	 �	 ��
��� ��
	 
�� !�����
� ��
. O
 
�����	������ x �	
 y �������	
 
� ����	, �	
 � �	����-
���� t (� ������ ���� 	�� ��� 	����
���
� ��� �������) 
� �����-
������	. B����� �
	 �	���

	�� �!�
�
� �
	 ��� ����
� ��� ���-
����, �	��� 	��� �����
 (����	 61).

Λύση T� ������ ���
��
����	
 ��	� y � 0 , �� ����� 	��

��
���

� ����� t ����

–4,9t2 + 160 = 0

t2 = 160—–4,9

t = 40—
7 

sec.

 ,
 ,
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[–1.5, 3] ��� [–1, 2]

ΣΧΗΜΑ 60 &	�	����
��� ��	�
���
�	�	
��
�
� ��� 
������
�� 
f(x) � x2, x � 0 , ��� 	���
������
���, �	
 ��� �����	� y � x .

x

#�
� 	���
������ �� 
�
��� 
��� 	����
���
�� ��� �������

\���
� ������� �������

Q�����

y

160

;0 220

ΣΧΗΜΑ 61 H ����
� ��� ������� ������� ��� ��
!� �� 	���
����� ���
&	�	�����	��� 7.

#������ y � 0 .

+������ �� ���� t .

t � 0



H 
�����	����� x �	�� ��� 	����
���
� ���	
 x � 0. K	�� ���
���
����
�, � 
�����	����� x ���	


x = 35t = 35 40—
7 

= 200 m.

E��
�� 200 � 220 , �� ������ ����� ���
��
����	
 ��
	 
�� !���-
��.

M� 	�	��
�� ��� ������ t 	�� �
� �	�	����
��� �!

�
�
� "��-

����� �
	 �	���

	�� �!�
�
� ��� 
�����	������ ��
��� ���
�������:

y = – 4,9t2 + 160

= – 4,9 ( x—–
35 )2

+ 160

= –     4,9———1225  x2 + 160

���	��

y = –     1——
250 

x2 + 160.

�������, �� ������ �
����	
 ��� ��� �	�	"���� 

y = –     1——
250 

x2 + 160.

AΣKHΣEIΣ 6
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&	�	����
�� �!�
�
� �
	 �� y

A��
�	�

����� �� t 	�� ���
�!�
�
� x � 35t .

A�����
����.

Eύρεση καρτεσιανών εξισώσεων από
παραµετρικές εξισώσεις
��
� A
��
�
� 1-18 ������	
 �	�	����
��� �!

�
�
�
�	
 �	�	����
�� �
	
���	�	 �
	 ��� ����
� 
��	�
����

�� ������� xy. A�	�����
�� �� ����� ��� ����
�� ���

��	�
���� 	��� "����� �
	 	���
��
�� �	���

	�� �!�-

�
�. ����
�
�� ��� �	���

	�� �!�
�
�. (O
 ��	�
���
�	�	
��
�
� ��
������� 	�	����� ��� ���
���� �!�
�-

��.) ����
�
�� �� ����	 ��� ��	���	��� ��� �	�����-
�	
 	�� ��� ����
� ��� 
��	�
����, �	��� �	
 �� ����
�
��
���. 

1. x � cos t y � sin t 0 � t � p

2. x � cos 2t y � sin 2t 0 � t � p

3. x � sin (2pt) , y � cos (2pt) , 0 � t � 1

4. x � cos (p � t) , y � sin (p � t) , 0 � t � p

5. x � 4 cos t y � 2 sin t 0 � t � 2p

6. x � 4 sin t y � 5 cos t 0 � t � 2p

7. x � 3t y � 9 , �� � t � �

8. x � � y � t t � 0

9. x � t y � , t � 0

10. x � sec2 t � 1 , y � tan t �p 2 � t � p 2

11. x � �sec t y � tan t �p 2 � t � p 2

12. x � 2t � 5 , y � 4t � 7, �� � t � �

13. x � 1 � t y � 1 � t �� � t � �

14. x � 3 � 3t y � 2t 0 � t � 1 , ,

 , ,

 /  / 
 , ,

 /  / 
 ,

�t ,

 , ,�t

t 2
 ,

 , ,

 , ,

 , ,

 , ,

"����
�� ����	
����������
��

KYK+O� � � : E++EI�H :

x � a cos t x � a cos t

y � a sin t y � b sin t

0 � t � 2p 0 � t � 2p

�YNAPTH�H y � f (x): ANTI�TPOjH TH� y � f (x) :

x � t x � f (t)

y � f (t) y � t

x2

a 2
 � 

y 2

b 2
 � 1a 2y 2x2



15. x � t y � , �1 � t � 0

16.

17. x � et � e�t y � et � e�t �� � t � �

18. x � cos (et) y � 2 sin (et) �� � t � �

Eύρεση παραµετρικών εξισώσεων
19. B����� �	�	����
��� �!

�
�
�, �	��� �	
 ��	 �	�	-

����
�� �
�
���	, �
	 ��� ����
� 
��	�
���� ���
���
��� 	�� �� 
����� (a 0) �	
 �
	�����
 ��� �����

� � �� �!��:

(�) M�	 ���� ��!
�
����	.

(�) M�	 ���� 	�

����
����	.

(�) '�� ����� ��!
�
����	.

(�) '�� ����� 	�

����
����	.

(Y������� ������ �����
 �	�	����
������
��, �

��

 �
 	�	���
�
� 
	� ��� ���	
 	����� �	 
����-
����� �� 	���� ��� "
"����.)

20. B����� �	�	����
��� �!

�
�
� �	��� �	
 ��	 �	�	-
����
�� �
�
���	 �
	 ��� ����
� 
��	�
���� ��� ��-
�
��� 	�� �� 
����� (a 0) �	
 �
	�����
 ��� ����
��
( ) � ( ) � 1 �� �!��:

(�) M�	 ���� ��!
�
����	.

(�) M�	 ���� 	�

����
����	.

(�) '�� ����� ��!
�
����	.

(�) '�� ����� 	�

����
����	.

(%��� �	
 
��� I
��
� 19, �������� ������ �����

�	�	����
������
��.)

��
� A
��
�
� 21-26, "����� ��	 �	�	����
������
� �
	
���� �	�����:

21. T� ������	��� ����	 �� ���	 �	 
����	 (�1, �3) �	

(4, 1) .

22. T� ������	��� ����	 �� ���	 �	 
����	 (�1, 3) �	
 
(3, �2) .

23. T� ���� ��

� ��� �	�	"���� x � 1 � .
24. T� 	�

���� ��

� ��� �	�	"���� y � � 2x .

25. H ��
�����	 �� 	��
�� 
����� �� (2, 3) ��� �
�����	

	�� �� 
����� (�1, �1) .

26. H ��
�����	 �� 	��
�� 
����� �� (�1, 2) ��� �
����-
�	
 	�� �� 
����� (0, 0) .

Παραµετρική σχεδίαση
��
� A
��
�
� 27-30, 	��

��
��
�� �
� �	�	����
��� �!
-

�
�
� �� �	 ��	���	�� ����. &�
�� ������� ���	
 �
 �
	-

��
�
� ���� �
	�����	���; B����� ��	 �	�	����
�� �
�-

���	 �
	 �� ����� � ���� �	����� �
	������	
 	��
"��
��	 ����. 

27. x 5 3 sin (2t) , y � 1,5 cos t

28. x � sin3 t y � cos3 t

29. x � 7 sin t � sin (7t) , y � 7 cos t � cos (7t)

30. x � 12 sin t � 3 sin (6t) , y � 12 cos t � 3 cos (6t)

��
� A
��
�
� 31-38, ���

����
�
�� ��� ��
���� �	�	��-
��
��� 
����	
�� 
��� ������

�� 
	� �
	 �	 �	�	������
�	 ��	���	�	 ��� f f �1 �	
 y � x

31. f (x) � ex 32. f (x) � 3x

33. f (x) � 2�x 34. f (x) � 3�x

35. f (x) � ln x 36. f (x) � log x

37. f (x) � sin�1 x 38. f (x) � tan�1 x

��
� A
��
�
� 39-42, ���

����
�
�� �� ��	�
�� �	��-

�	
� ��� �	������

x � 3 � � t � y � t � 1 , �5 � t � 5 ,

��� �	����	
 
�� 
���	. E���������� �� �����	 ��� ���-
����� ������ "����� �
� �
��� ��� t �
	 �
� ������ �� ���-
���	 ���������	
 
�� ���
���� ���	������
�.

39. T��	������
� I 40. T��	������
� II

41. T��	������
� III 42. T��	������
� IV

��
� A
��
�
� 43-48, 
���
�
�� �
� �!

�
�
� 
�	 �
	-

���	�	 ��� ������	
.

43. Έλλειψη x � 4 cos t y � 2 sin t 
�� �
�
���	

(�) 0 � t � 2p (�) 0 � t � p

(�) �p 2 � t � p 2 .

44. Kλάδος υπερβολής x � sec t (������ �� �� 1 cos (t)) , 
y � tan t (������ �� �� sin (t) cos (t)) , 
�� �
�
���	
(�) �1,5 � t � 1,5 (�) �0,5 � t � 0,5

(�) �0,1 � t � 0,1 .

45. Παραβολή x � 2t � 3 , y � � 1 , �2 � t � 2

46. Mια όµορφη καµπύλη (δελτοειδής)

x � 2 cos t � cos 2t y � 2 sin t � sin 2t 0 � t � 2p

T
 �	 
��"�� 	� 
�
� �!

�
�
� ��� x �	
 y ��
��� �-
��� 2 �� �2; *
	 �	 �� ������, 
���
�
�� �
� �!

�-

�
� ��� ����������. 

47. Mια ακόµη πιο όµορφη καµπύλη

x � 3 cos t � cos 3t y � 3 sin t � sin 3t 0 � t � 2p

T
 �	 
��"�� 	� 
�
� �!

�
�
� ��� x �	
 y ��
���

 , ,

 , ,

t 2

 / 

 / 

 /  / 

 , ,

[–6, 6] ��� [–8, 8]

 ,

 . , ,

(�)(�)

(")(	)

 ,

x2

y 2

b 2
 / y 2a 2

 / x2
 ,

a 2y 2x2
 ,

 , ,

 , ,

x � �t � 1 ,   y � �t ,   t � 0

�1 � t 2
 ,
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���� 3 �� �3; *
	 �	 �� ������, 
���
�
�� �
� �!

�-

�
� ��� ����������.

48. Kυκλοειδής x � t � sin t y � 1 � cos t 
�� �
�
���	

(�) 0 � t � 2p (�) 0 � t � 4p

(�) p � t � 3p

Eπεκτείνοντας τις έννοιες
49. H µάγισσα της Agnesi H ������	������ «���


	 ���

Agnesi» ���	
 �
	 �	����� 
���	��� �	����	� ���
������ �	 �	�	
���	
��� �� 	��������: Q��
���� ��
��� ���	�
	�� ����� 	����	� 1 �	
 ������ �� 
�����
(0, 1) , ���� �	����	
 
�� 
���	.

E�
������� ��	 
����� A ��� ��� �����	� y � 2 ,
�	
 �� �������� �� ��� 	��� ��
� ���� ������	����
����	���. K	����� B �� 
����� ����� ��� ������	�-
��� ����	��� �� ��� �����. $
�� P �� 
����� ���� �
�	�	������� 	�� �� A �����
 ��� ��
����
	 �����	
��� �
�����	
 	�� �� B H «���


	» �	 ���	
 � �	-
����� ��� �
	�����
 �� P �	��� �� A �
����	
 ��� ���
�����	� y � 2 .

B����� �
	 �	�	����
������
� ��� �����	�
���������	� �
� 
�����	������ ��� «���


	�» 
�-
�	���
�
 ��� t �� ����� ���	
 �� 	��
�
	�� ����� ���
����	� ��� 
���	����
 �� ������	��� ����	 OA ��
��� ���
�� ��
�!��	 x. O
 	�������� 

������ (���
�������� �	 �����
��� �� ���������) �	 
	� �	����
���

���:

(i) x � AQ

(ii) y � 2 � AB sin t

(iii) AB � AO � (AQ) 2

50. Παραµετρικοποίηση ευθειών και ευθύγραµµων τµηµάτων

(�) '��!�� ��
 �
 �!

�
�
� �	
 �� �	�	����
�� �
�-

���	

x � x0 � (x1 � x0)t y � y0 � (y1 � y0)t �� � t � �

���
������� ��� �����	 ��� �
�����	
 	�� �	 
�-
���	 (x0 y0) �	
 (x1 y1) (����	 62).

(�) *
	 �� ��
� �	�	����
�� �
�
���	, �����
�� �	-
�	����
�� ��� �����	 ��� �
�����	
 	�� �� 
�����
(x1 y1) �	
 	�� ��� 	��� ��� 	!����.

(�) *
	 �� ��
� �	�	����
�� �
�
���	, �����
�� �	-
�	����
�� ��� �����	 ��� �
�����	
 	�� �	 
����	
(�1, 0) �	
 (0, 1) .

51. Σχεδίαση της µάγισσας της Agnesi H ���


	 ��� Agnesi
���	
 � �	�����

x � 2 cot t y � 2 sin2 t 0 � t � p

(�) ����
�
�� ��� �	����� 
��� ���
��� ��� ������	

	�� �� �	�	���� 
���	. &�
� ���

�� �	�	����
-
�� �
�
���	 ��
��!	�� 
��� ������

�� 
	�; &�
	
���	
 � ���� �
	��	��� ��� �	������ (	�� ��!
�
���� �	 	�

���� � 	��

������); M���
 ��
	
	��
�	
� ��	������� ��� 	���� ��� 	!���� �
-

������ ��
 ��������	
 � �	�����;  

(�) ����
�
�� �
� �	�	���� �	�	����
��� �!

�
�
�

�	 �	�	����
�� �
	
���	�	 (�p 2 , p 2), (0, p 2) ,
�	
 (p 2, p) . &��
������ ��� �	����� ��� ���-
�����
 
� ���� �������
�, �	��� �	
 �� ���� �
	-
��	��� ��� ���� �� "������ 
��� ����� ��� ���-
���

�� 
	�.

(�) T
 �	 
��"�� 	� 
��� 	��
�� �	�	����
������
�
	��
�	�	
��
��� �� x � 2 cot t �� �� x � �2 cot t ;
T
 �	 
��"�� 	� 	��’ 	���� ���

����
�
��� �� 
x � 2 cot (p � t) ;

52. Yπερβολοειδή $
�� x � a sec t �	
 y � b tan t

(�) Mάθετε γράφοντας #�
�� �
	���
�� a � 1, 2, � 3,
�	
 b � 1, 2, � 3, �	
 
���
�
�� �
� �	������ 
��
�	�	����
�� �
�
���	 (�p 2, p 2) . E!���
�� �

"������ �	
 ���
������ ��� ���� ��� a �	
 b 
�
�
�	�	���� �	�	����
��� �!

�
�
�. (&��
���:
A� 	��� ��� "������ ��
���
 �� 	
��������, ���
-
��
�� ��� ���
���

�
�� ����	
� [�1,57, 1,57]
�
	 �� �	�	����
�� �
�
���	.)

(�) #�
�� a � 2 �	
 b � 3, �	
 
���
�
�� ��� �	�����

�� �	�	����
�� �
�
���	 (p/2, 3p/2). E!���
�� �

"������.

(�) Mάθετε γράφοντας #�
�� a � 2 �	
 b � 3 , �	
 
��-
�
�
�� ��� �	����� 
�� �	�	����
�� �
�
���	
(�p 2, 3p 2) . E!���
�� �
	�� �����
 �	 ��
��
���
���
��� ��	� 
���
����� 
�� �
�
���	 	��� �

� ���
������� ���� �
�
���	 ��� ���
���
 ��

p 2.

(�) A�����!�� 	���"�
�� ��
 

(
) $
�� x � a tan t �	
 y � b sec t E�	�	��"��� �	
(	), ("), �	
 (�), �������
���	� �	������	 �� ���-
���	 (�).

 .

�x
a�

2

 � �y

b�
2

 � 1 .

 / 

 /  / 

 /  / 

 .

 / 

 /  /  / 

[–5, 5] ��� [–2, 4]

x = 2 cot t, y = 2 sin2 t

 . , ,

t � 0

t � 1
(x1, y1)

(x0, y0)

P(x0 � (x1 � x0)t,  y0 � (y1 � y0)t)

 ,

 , ,

 ,
 , ,

 .

 .

 .

 ,

 .

x

y

P(x, y)(0, 1)

y = 2 AQ

B

O

t

 .

 , ,
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Mοντέλα µεταβολών
Mαθηµατικά µοντέλα • Aπλούστευση • Eπαλήθευση µοντέλου

• Mια διαδικασία κατασκευής µοντέλου • Eµπειρική κατασκευή

µοντέλων: κατανόηση της χαρακτηριστικής συµπεριφοράς των

πειραµατικών δεδοµένων • Xρήση απειροστικού λογισµού

στην κατασκευή µοντέλων

*
	 �	 	�����
���� �����
���� �	�	���
� ��� ��
��� ��� �	� ���
-
"����
, ���
�������� (���� 	��� ���	
 ���	���) �	 �	
�����	 ��� �	�
���
	������ �� �	���	�
�� ����� (���	�� ��
� ��	� 
������
�� �
�
	� �!�
�
��). $�	 ����
� 	���	����� 	����
� ��� ���	
 �
	 	�����	
	��
"�� ���
��	��, 	��� �
	 �!
�	�����
� (	����
���
�) ��� ��	�-
�	�
��� �	
�������. &	���� ��� ���� ������� ���
 ���� ���
��
-

���� ���, ��	 �	�� ������� ������ �	 �	� ���
����
 ���

�	 	����-
��
�	�	 �	
 
������
�	�	. ���� �	���
	 ������	, �	 �	���

�-

���� �� �
	�
�	
�	 �����������
�� (�	�	
����� ��������) �	
 �	
��
���� ���
�� �
	���

�
�� �	�	�����	�	.

Mαθηµατικά µοντέλα
%�	� �	�	
��������� ������	 �
	 ��� ��
�� ��� �	� ���
"����
, �	�
���
	����
 
���� � ���"���� ��� �
��� �
	� ���	"����� 
� ����
	
�������
�� ����
�� 
�
���. H ���	"���� 	��� ������ �	 ���	
 ��	�
�����
���, � 	!�	 ���� 	�
�����, � � 	�
���� ��� 	
����� �� 
����-
��
���� ���	���
�� ��
�. ����� ��	 �	���	�
�� ������� ��� "����
�	 �	�	��"���� �	�����	 �
	 �������� 
�����
����, � �	
�����	��	��
���� �	�����	 �� ������. #	 �������� ��
��� ���� �	-
���	�
�� ������� �� �
	 �	���	�
�� �	�	
���� 
���
	
���� �� 
��-
�� �� ������ ���� 
������
����� ��	��	�
��� 
�
���	��� � �
	� 
�-
����
����� ��� �	� ���
	����
. T� ������� ��� ��
�����
 �	 �!	��-
����� �	���	�
�� 
������
�	�	 
���
�� �� �� 
�����
���� 	���,
���� �	����	
 
�� ����	 63. H 	����
� �	
 � �������	 ����
�� 
�-
����	
����� ������ �	 "����
�
 
�� ���� 	����
��� �	
 
��� 
��-
�
	
�� �������
��� ������
��. 

Aπλούστευση
T	 ���


����	 ������	 	����
������ ��� ��	��	�
�����	. E� ����
,
�	 ������	 ������� �	 	����
��� �����	 
��� ���������
 �� 
����-
�
���� ��� ��	��	�
��� ��
���. M
	 ���� 

���� 
��
� 	����
���-

��� ���	
 � ���
����.
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��� ��
���.
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O ��

��� 	���� 
��������	
 ��
 � ��	�
�� �	��
�	
� ��� y ��	-
��
 ��� x ���	
 �
	 �����	 ��� �
�����	
 	�� ��� 	��� ��� 	!����. H
�	�	����
� 	��� ���

����
 
��� ������ ��� �	�� ��
� ��	 
�����
	�� 	�
����
�� �������	 ��	����
 
� �
	 
��
� 	�	����	�. A� � ���-
��
� ��� 	�	����	� ���	
 "�

�� �	
 ��������
���� 
� �
���	��	 �	

����	 �� 
�����	������ �
� �
��� ��� ��� ���	"�����, �	 �������
�
	 ��	�
�� �	��
�	
� ��� �	 ��
���
 �� �����	 �
�������� 	�� ���
	���. I��� ��	 �	����
��	.

Παράδειγµα 1 Έλεγχος για σχέση αναλογίας στην απόσταση
αντίδρασης οδηγού

K	�� �� �
����
	 ���� 	������� ����	��
�	���, � ������ ��� 	���-
�
����� �	����	
 �	 	��
���
�
 ���
	 
� �
	 �	��
�	
� �������
	�
	������, �	����	� ����� �	
 	�
������
���	� �� ����	. &�
	 ���	

�
	 ������	 �������
 ��� ������������� ��
�� �
	 ���� ������� ���-
�������; &����
����� �	 	�	���
���� 
�� ������	 	���, �	�� �	
��	� �	 ���������� ��
� 	��
�	
� (	�� �� 
�
��� ��� � ��
�	��
��
	����� ���������
��� �����	
 	��
�����) �
	���
 ��	 ����	 ��
�������� �	�����	 ������ � ������ �	��
�
 ����� (�������
 ����-
����
	 ��
���). H Y����
�	 '���
��� 9��� ��� H.&.A. (U.S. Bure-
au of Public Roads) ���
 
��������
�
 
�	�

�
�� 
��
���	 �
	 ���
	��
�	
� 	�����	
�� �	
 ��� 	��
�	
� ���������
�� �
	 ������
	�
��� ������. (H �������
 ��������
�
	 ���	
 	��� ��� �
	���
 ��
����	 	�� �� 
�
��� ��� �	�
��	
 ����� ����
 �	 	�
������
����.)
���� &��	�	 23, x ���	
 � �	�����	 ���� 	����
����� 
� �
�
�����	
	�� ��	 (km/h) �	
 y � 	��
�	
� 
� ����	 (m) ��� �
	���
 ������
�	����� �����.

Y��������� ��
 � ������ ��� ���
����	
 ��	� ��
�� ������ ��-
��
 �	 	��
���
�
 �	����	� ����� ���	
 ������� 
�	����� (	��!��-
����� ��� �	�����	�). �������, � �
	�����
	 	��
�	
� ����
 �	 	�-
�
���
�
 � ������ �	 ���	
 	������ ��� �	�����	�. A� ����!����
��� ����
������ 	��� 	�	����	 	��
��������	� 
� �
���	��	 ��
�
	�����
	 	��
�	
� ��	��
 ��� ������. B�
�
 ��� ����	��� 64
�������� �����	 �	 

���

����� ��
 �	 
����	 ��� �
	�����	���
�
	��

���	
 �	�� ����� �
	� �����	� ��� �
�����	
 	�� ��� 	���.
�������, � �����
� ���� 	�	����	� ���	
 	!
��

��.

A�� �� �
���	��	 �������� 	���� �	 ���
��
���� �� 
�	����
	�	����	�. A�� �� ����� �	
 ������	�� 
����� "��
����� ��
 � ��-
���	 ��� ���
������
 �	 �������	 ��� �����
��� ���
 ���
� ��� ��-
���	
 	�� �� �
��
� ��������� � (25,6 � 6,4)/(128 � 32) � 0,2. T� ��-
����� 	�	����	� ���"����
 ��
 � 	��
�	
� 	�����	
�� ��� ������
���	
 

y � 0,2x. (1)
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Oρισµός Aναλογία
'�� ���	"����� y �	
 x ���	
 ���
��
� (� ��	 ��� �����) ��� �
��	 ���	
 ����	 
�	���� ����	���

� ��� �����· ���	�� ���

y � kx,

���� k �
	 �� �����
�� 
�	���� .

Πίνακας 23 Aπόσταση αντίδρασης οδηγού

x (km/h) 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104 112 120 128

y (m) 6,4 8,2 9,6 11,4 12,8 14,6 16 17,8 19,2 21 22,4 24,2 25,6

6

12

18

24

30

1289664320

y

x

ΣΧΗΜΑ 64 A��
�	
� 	�����	
��
������ ��	��
 ��� �	�����	�.
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@
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Eπαλήθευση µοντέλου
M������� �	 �!	��
"�
���� �� �	�� ��
� �	
�
���
 � G!�
�
� (1)

�	 �������	 ����������	� �� ������� ��� 
�� �
���	��	 �
	
�����
��� ���������. M
	 ��	��	��
�� �
	�
�	
�	 ���	
 �	 �!���
���� �	
��
������ 
����	�	, ���	�� �	 �������� (&��	�	� 24):

Y����
�	 � �	�	����
�
� � ���"����
�.

T	 �����
�	 ��� &��	�	 24 ���	
 
���
�� �
��� (�� ���	������ ���	

0,2 m) 
����
�����	 �� ��� 	��
�	
�, � ����	 ���	����	
 	�� 6,4 ���
25,6 m, �	
 ��� ���	������ ����
	 �	�	����

�
�� 
�����
���� ���
�	 ������
 	��
���	. ����
�
�� ��
 
��� �	�����	 ��� 96 km/h, ���.
26 m/sec, � ��
�� ������ �
	���
 20 m ������ �	��
�
 �����. $�	�

������ ������ ���
����	
 ��
��� (20 m) (26 m sec) � 0,76 sec �
	 �	
	��
���
�
. A���� � ������ 	�����	
�� �	����	
 �	 

���
 �
	 ��	 ��-
���� �	
 ���������� ������ ������. '�������� ��� 	
	���� ��
��
��� ���"���	��� ��� �!��������, �����	
�� �� 	��� 	��� ������� ��
�	������� �
	 ��� ���"���� ��� 	��
��
��� 	�����	
��. ��
� 	
��-

�
�, 
	� ������	
 �	 	�	��
��� ��� �������
 ������������	 �����
-
����� �	 ���������� �
	 ������ �������
 ��� ������������� ��
�� �	

�	 ��
���
��� ��	� 	��� �	���	 ��� �	 ������� �	 ���

����
��� �

	����
���

��� �
	 �	 ����������� �	�’ ������
� �
	 	��
�	
� 	
�	-
���	�.

M
	 ���
�� ����
�� ��� �	� ��
�����
 �	 �������� ��� ������
	
���� ��������, �	��� �	
 �	 �
��������� ������� "�����
�� ���, ���	

�	 	��
����
���� 
� �
���	��	 �	 �����
�	 ��	��
 ��� 	��!������� ��-
�	"�����. K	���
� �	�	������� �� 
���
�� ������� ��� 
�	������.
A� �� �
���	��	 ���	����
 �
	 �	�	����

�
�� 
�����
����, 	��� 
�-
�	���
 ��
 �� ������� �	 ������
� �	 "���
���� 	� 
����"���� 
�� ��	-
�� �	� �	
 ��
��	��
���� 
�� ������� ��� �� ���� 
�����
����.

Mια διαδικασία κατασκευής µοντέλου
H 	������� �
	�
�	
�	 ���
 	����
���� ���	
����
�� ���

�� �
	 ��
��� �	�	
��������� ������	. K	�� ��� �	�	
���� ��� G!

�
���
(1), 	�������
	�� 
� ���
��� ��	���� �	 �!�� "��	�	:

 /  / 
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Πίνακας 24 Yπολογισµός υπολοίπων

T�#����� (km/h) %��������� (m) %���

+� (m) Y��
���� (m)
x y � 0,2x

32 6,4 6,4 0,0
40 8,2 8 0,2
48 9,6 9,6 0,0
56 11,4 11,2 0,2
64 12,8 12,8 0,0
72 14,6 14,4 0,2
80 16 16 0,0
88 17,8 17,6 0,2
96 19,2 19,2 0,0

104 21 20,8 0,2
112 22,4 22,4 0,0
120 24,2 24 0,2
128 25,6 25,6 0,0



Eµπειρική κατασκευή µοντέλων: κατανόηση της χαρακτηριστικής
συµπεριφοράς των πειραµατικών δεδοµένων
��� &	����
��	 1, �����
	�� ��� ��	�!� �
	� �	���	�
��� 
��
��
���	!� ��� �!	�������� �	
 ��� 	��!������� ���	"�����. M
	 ����
������� �	�	
����� �������� ���	
 � 
������ ��
�	�	�
��� ������-
��� �	
 � ����
� ���� �������� ��� 	������
 �� �	�	����

�
�� 
�-
����
���� ��� ���������. H ����
�
�� 	��� ������� �	���

���
 ��-

� ����������	�	 �
� �	
 ��
�������	�	.

Παράδειγµα 2 Eύρεση καµπύλης για την πρόβλεψη πληθυσµών 

M��
��� ����� ������� �	 ���"������� ��� �������
�� �����
��
���� 
������ 	�����, �.�. �� ������ ��� �	�
�� �
	� 
�����	�-
�
����
	�. T� ����	 65 ������
 ��	 �
���	��	 �
	
����� �
	 ����-
���	 ��� 
�����!� � R. Pearl �
	 �
	 	��
��	 �������� �	�
�� (	�	-
������	
 �� ���	��� 
�� �
���	��	) �	 ����	 
� �����
�� ���
"��-
��� 	�!�����	
 �� ��� ����� (��� ����
��	
 
� ����) .

H �	����� ��� ������� �	 
����	 ��� �
	�����	��� �	����	
 	�-
���� ��	��, �� ��
� �	�����
�� ���� �	 ����. #	 ���
�	��
����
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Tα βήµατα κατασκευής ενός µοντέλου

Bήµα 1. E���������� �� �����
��. *
	 �	 ���"���� 
� ������
�
��� 	��
�	
�� 	
�	���	� 	�� ������������� ����	, �	 ���-
��
 ����	 �	 ������ �
	 ������
� ��� 	��
�	
�� 	�����	
��
��� ��
�� ������.

Bήµα 2. K������ ��������	 ��� �� ����	 ������
��	 ������������,

�� ����	 �� ������	 ����#� ���	. H 	��
�	
� 	�����	
�� �!	�-
���	
 	�� ������� �	��������, ���� ��� �	�����	, ��� ��	��-
���	, ��� �	
��, �	��� �	
 ��� ��
��	 ��� ������. ���
� 	���-
���	�, ���������� ��
 � 	��
�	
� 	�����	
�� �!	����	
 ��-
��� 	�� ��� �	�����	, �	
 
������
���	 ��
 ���	
 	������
���� 	����.

Bήµα 3. B���
���� ��� ������
�
 � ��� �����
� ��������
 ���
�
�������� ��	 ������	 ����	. E�������� ��� �������	 ��� ���-
��
�� �	� ���� 	�	����	�, ���
�
�������	� �	�� ��
� � ��	-
�
��  �	��
�	
� ��� 	��
�	
�� 	�����	
�� ��	��
 ��� �	��-
���	� ���	
 �
	 �����	 ��� �
�����	
 	�� ��� 	���. E��
�� ��-
�	
 �����	, �������� �	 �������
���� ��� ���
�, ��� ���	

�	
 � 
�	���� 	�	����	�.

Bήµα 4. E���
������� �� �������. M�������� �� ������� �	

��� ���
	 �	�	����

�
�� 
�����
���� ��� ���������.

50

100

150

200

250

300

0 1 2 3 5 6 7

y

x
4

(���
���	 ����������	 	�� �� ����� ��� R. Pearl,
“The Growth of Population,” Quart. Rev. Biol. Vol. 2
(1927), pp. 532–548.

 ,

������

�

�

��
�	

X����� (h)     B��	���
x y

0 9,6
1 18,3
2 29,0  
3  47,2
4   71,1
5   119,1
6   174,6
7   257,3

ΣΧΗΜΑ 65 B
����	 �	��
����
	� �
������	�

��� �	�
��, ��	��
 ���
������.



�	 	����
���� �� 
�����
���� 	��� ���
	�������	� 
�	 �������	
��	 ��������� (�.�., �� ��������� �������� "	���� y � a � bx
�c) , �
	 �	����� ���	��� ( y � axb) � �
	 �����
�� �	����� ( y �
aebx) ��� ����	 66 ���

����
�
	�� ������

�� �
	 �	 ���
	���-

���� 
�	 �������	 ��	 �������"���
� �������.

T� �������"���
� ������� y � 6,10 � 9,28x � 16,43 �	����	

�	 �	
�
���
 	����� �	�� 
�	 ��
�	�	�
�� �������	 (����	 66").
X��

����
���	� �� ������� 	��� �������� �	 ���"������� ���
�����
�� ���� 	�� 17 ����, ����� "��
����� y(17) � 1622,65 . A�
�!���
���� ���������
���	 �	 �������	 ��� Pearl �����
����� �	
����� 	� �� �������"���
� ������� �	�	����
 	!
��

��.

��� ����	 67 ���	������	
 ��	 �	 ��
�	�	�
�� �������	 ���
Pearl. B������ ��
��� ��
 � ���"���� y(17) � 1622,65 �������
��
�	�� ���� ��� ���������� �����
��, ��� 

���	
 �� 659,6. *
	��
��
��� 	���������
 �� �������"���
� �������; 

X����� (h) M������      %���

+�
x y y

0 9,6   16,4
1 18,3  13,3
2 29,0   22,3
3 47,2  43,5
4 71,1 77,0
5 119,1   22,6
6 174,6 180,5
7 257,3 250,6
8  350,7 332,8
9 441,0 427,3

10 513,3 534,0
11 559,7 652,9
12 594,8 784,0
13 629,4 927,3
14 640,8 1082,9
15 651,1 1250,6
16 655,9 1430,5
17 659,6 1622,7
18 661,8 1827,0

T� ���"���	 ����
�	
 
��� ������� ��� ��������� � ���"����
���	� ��� ������ ��� ��������� ��� ���

����
����	� �
	 ��� �	-
�	
���� ��� ����
�
��� ��������. (T� ����� ��������� 	�� �	 �-
���	 �������� �� ������� �	� ��	� 0 � x � 7.) T���
�� ������ ��-

x2

 .
 ,

x2
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QuadReg
y=ax2+bx+c
a=6,103571429
b=–9,277380952
c=16,43333333
R2=0,9951827945

+

+
+

+
++++

1622,65
Y1(17)

ΣΧΗΜΑ 66 X��
� ������

�� �
	
(	) ���
	����� �
	� �������-
"���
	� �	�
�����
��� �!�
�
��

�	 �������	· (") 	��
���

�

�� ��
� �
���	��	 ��� 	�
���-
�
��� ���������, ��� ��������
�	
 ��� ���������· �	
 (�) ���-
"���� ��� �
��� y(17) .

ΣΧΗΜΑ 67 T� ������ 
����� ���
	�
����
��� ��������� ��� Pearl.
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��������� ������� �	 	��"��� ����� ��

�	����, 
���� ��	� �� ��-
����� �	� ��� ���
�������	
 	�� �
	 "	������ �	�	���
� ��� ���	-
�
��� ��� ���"���	��� ��� ���������. ��� �	����
��	 �� �� �	�
�,
�
	 ��
�� ���� �	 ������ �	 	�	������� ��
 � �����
�
	�� 	�!�
�
�
����	
 	�� �
	 �������"���
	 ��������
�� 
������
�; *
	�� ��

	�� �
	 �����
�� 
������
�; $����	� �	�� ��� 	���� �
� �
	�

��-

�
�, ��� ��
��� �	 �������� �	 ���"������� �������
��� �
���;
��� 
����� 	��� � 	��
��
�
��� ���

��� ������ ������ ����� �	
�	� "����
�
.

Xρήση απειροστικού λογισµού στην κατασκευή µοντέλων
H ��	����� ��� 	��
��
�
��� ���

��� �����
���
 �� ������ ���������.
O ���

��� ���
 �
� 	�	���� ��� 
��� ���
����
� �	� 
���
�� �� ��� ��-
��
�, �	
 
��� 	����� �	� �	 	�	���!���� �
	 "	������ �	�	���
� ���.
H 	�	����
� ��� ����� ��� �
����� �
� �
��
�
� ��� ��	�����, � ����-
�� ��� ��������� �	
 � ��	����� ��� 
���
��� �����	� 
��� ���-
������
�	, �	��� �	
 �
 ����
 ��� �	�������� ��� ����
� ��� ����	� ���
�	���
��, 	�������
	� �	 ���� ��� ���"������� ��� ����
�	� �� ���
-
����
�� �	��	
�	 ��� �	���	�
��� �	
 ��� ����� ��

������� �	�� ���
���	�� ���� �	
 ���	�� �"���� 	
��	. �� ������ ���
���
�
�, �	�	��-
����� �� ��
�� ����� 
��"	���
 � ���	"��� �	
 �
	��������� �����
�
�
�
	 �
� �
������ 
��
�
� �!����
�� ���	!� ��� ���	"�����, �� ����� �	-
����
� ���� �	
 
�� &	����
��	 1. ��� K����	
� 6, �	 �	�	
����
����
������	 �����
�
	��� 	�!�
�� ��	�������	� �������� ��� 	��
��
�
-
��� ���

���. ���� �������
� ��� �	��
����
	� �	�
��, �	 ����� ��
 � ��-
�� ��� ������ ��� �	�����	
 
���� �
������	�

���� ���
�����
 ���
	�����!� ����. M� ���	 ���
	, �� ���
"����� ������ �	 ���
����!�
 (�	
�����
) ����� ��	� ���
��

���� �����
��. K	��� � �����
��� ���-


���
 	���� ��� ��
	�� ��� �
�� (��� �	����	
 ������� �
����
��), ��
-
"�	�����	
 � ���	
���� 	�!�
�. #	 	����
���� ��
 �� ������� ��� ��-
�����
 ��� �����
�
	�� 	�!�
� 
� �
	 �	��
����
	 �	�
�� ���	
 � ����-
���
� �!�
�
�

(2)

H ��	�
�� �	��
�	
� ��� E!�
�
�� (2), 
���
	
���� 
�� ��
� 
���	
�� �� �
���	��	 �
	
����� ��� ��������� ��� Pearl, �	����	
 
��
����	 68. ��� K����	
� 6 �	 ����� ��� ��������
 � G!�
�
� (2).
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'������� ����#
��

��� CD-ROM �	�	��-
���	
 �
	 ����������
�	���
�	
� ��� �!��
-
!�� ��� 
���� ���
@��
��
�
��� 
+��

���.

CD-ROM
∆ικτυότοπος

P

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

47
95

10
t

143
190
238
285
333
380
428
475
523
570
618
665

&
��

��



��
� 

��
��

��
�

� 
�	

�

��

������ (����)

ΣΧΗΜΑ 68 H ���

�
�� �	����� ��� G!�
�
�� (2) 	��
�������	
 
�� ��
�

���	 �� �� �
���	��	 �
	
����� ��� ��
�	�	�
��� ��������� ���
Pearl, ��� ������	
 
�� ����	 67.

P = 665
1 + 73,8e–0,55t

 .



1. Σταθερές αναλογίας &��
�
���
�� 	� �	 �	�	���� 	-
�
����
�� �������	 ���
�������� ��� ���
���� ���-
�
������ 
��
� 	�	����	�. A� � �����
� 	�	����	�
���	
 "�

��, ���
��
�� �� 
�	���� 	�	����	�.

(�) y 	������ ��� x

y 1 2 3 4 5 6 7 8

x 5,9 12,1 17,9 23,9 29,9 36,2 41,8 48,2
(�) y 	������ ��� 

(�) y 	������ ��� 3x

y 5 15 45 135 405 1215 3645 10.935

x 0 1 2 3 4 5 6 7
(�) y 	������ ��� ln x

y 2 4,8 5,3 6,5 8,0 10,5 14,4 15,0

x 2,0 5,0 6,0 9,0 14,0 35,0 120,0 150,0

Kατασκευή µοντέλων
2. Eπιµήκυνση ελατηρίου &����
����� �	 
���
	
���� �-

���	�	 �
	����� ����� (�.�. �	��, 	�	��������� ���-
����, ����	 ���
��� ���
���, ��������� 	���������)
��� �	 �	���

����� ��
������ 
�����
���� 
�
� �-
��
���� ��
��� 
�������, �	 �����
 �	 "������ �����-
�	 ��� 	����

�� ��	������ 
� �
����	 �����	. E���-
��
	�� ��	 ����	�	 �����
����� �	 �����
���� ���
��
�����
� y ���� ��	������, ����������� 
� cm, 
�-
�	���
�
 ��� 	�
���� x ��� ������� ��� ���	� ���
�!	�����	
 	�� �� ��	���
�.

0 1 2 3 4 5

0 0,875 1,721 2,641 3,531 4,391

6 7 8 9 10

5,241 6,120 6,992 7,869 8,741

(�) K	�	
����
�� ��	 ������� ��� �	 
�
������
 ���
��
�����
� ��� ��	������ �� ��� 	�
��� ��� �-
!	�������� 	�� 	��� ������� ���	�.

(�) &�
� �	�� �	
�
���
 �� ������� 
	� 
�	 ��
�	�	-
�
�� �������	; 

(�) K���� �
	 ���"���� �
	 ��� ��
�����
� ��� ��	-
������ ��	� �!	�����	
 	�� 	��� 13 ������� ��-
�	�. &�
� ���

��
��� ����� 
��� ���"���� 
	�
	���; 

3. Aπόσταση τροχοπεδήσεως &�
� 	��
�	
� �
	���
 ��	
����	 	�� �� 
�
��� ��� �	�
��	
 �� ����� ���; M���-
��
�� �	 �	�	���� ��
�	�	�
�� �������	, ���� x ���	

� �	�����	 ��� 	����
����� 
� km 	�� ��	, �	
 y ���	

� 	��
�	
� 
� m ��� 	�	
����	
 �
	 �	 	�
������
����
�� ����	 	�� �� 
�
��� ��� �������
 � ������.

x (km/h) 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104 112 120

y (m) 9,7 14,3 19,8 26,534,1 42,6 52,1 62,1 73,4 85,9 99 114,6

K	�	
����
�� �	
 ����!�� ��	 ������� ��� �	 
�-

������
 ��� 	��
�	
� ���������
��� �� ��� �	��-
���	 ��� ����	���. 

4. Aπόσταση ασφαλείας από προπορευόµενο όχηµα X��

��-
��
�
�� ��� G!�
�
� (1) �
	 ��� 	��
�	
� 	�����	-

��, 
� 
����	
�� �� �� ������� ��� �	�	
����
	��

��� I
��
� 3 �
	 ��� 	��
�	
� ���������
���,
�����
����� �	 ��
�!��� ��	 ������� �
	 �� 
����
��
	��
�	
� 	�
��������
�� (	��
�	
� 	�����	
�� 
��
���������
���). $�	� �	���	� ��� �����	
 
���� �
	
��� 	��
�	
� 	
�	���	� ���	
 �	 	������ ����� 	���-
��	
�� 2 sec ���	!� ��� 	����
����� 
	� �	
 ��� ���-
����������� ����	���. �������� � �	���	� 	���� ��
�� ������� 
	� �
	 �� 
����
�� 	��
�	
� 	�
����-
����
��; A� ��
, ���������� ��	� �	������ �	���	.

5. Kαρδιοπάθεια H �	��	����
�� ��
�	 �
��!��� ����-
����	
 
� �	��
��	����. O
 �
	���� �����
 �	 ����-
���� 
� ���� 	
���� ��
����	 ����
	 �
�� � 
����-
����
� ��� ��
�	� 
�� 	��	 �	 �
	������	
 ���� 	��
��	 ������������
� �������, ����� ���� �	 ����"	���

����
� ������� ��������	. M�����
�� 	��
�� ��� ���-
�� ����
�� ��� �
��!���� 
�� 	��	. $
�� ��
 
� ��-
��
�� 	
���� ��������	
 �������"��� �
	 	��
�� ��-

����	 0,5 mg. ���� ���	�	 ��� 	��������, �� x �	�
-

����
 ��� 	�
��� ��� ������ ���� �� ������
� ���
	��
��� ��
��, ��� �� y �	�

����
 ��� ��
����	 ���
�
��!���� ��� �	�	����
 
�� 	��	 ��� 	
����.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8

y 0,5000 0,345 0,238 0,164 0,113 0,078 0,054 0,037 0,026

(�) K	�	
����
�� ��	 ������� ��� �	 
�
������
 ���
��
����	 ��� �
��!���� 
�� 	��	 �� ��� 	�
���
��� ������ ��� �	����	� 	�� �� ������
� ���. 

(�) &�
� �	�� �	
�
���
 �� ������� 
	� 
�	 ��
�	�	-
�
�� �������	;

(�) K���� �
	 ���"���� �
	 ��� ��
����	 �
��!����

�� 	��	 ���� 	�� 12 ������.

6. Pαδιενέργεια M
	 �	�
������� ���
�
�� ��
�	 ����-
����	
 �������"��� 
� 	
���� ���� ��
� ��� 	��
��-
�����
� ���. 9
 ��
������ �	�
������
	� 
�� 	��	
��� 	
������ ��������	� 
� «
��"���	» 	�� �����
(cpm) �	�� �� ����
�� �
����
	 ���� ��� ���
�, 	��-
������	� ��� 	������� ���	�	 �
���.

x ������ (min) 0 1 2 3 4 5

10.023 8174 6693 5500 4489 3683

x ������ (min) 6 7 8 9 10

3061 2479 2045 1645 1326

(�) K	�	
����
�� ��	 ������� ��� �	 
�
������
 �	
������	 ��� �	�
������
	� �� ��� �����.

(�) ���������� �
� �����
�
� �� �
� ���"����
� 
	�.

(�) ����
������
 
�� ������� 
	�, ����� �
	 ���"��-
�� ��� ���� �	 ���
 ��	������ � ��
����	 �	�
-
������
	� 
�	 500 cpm.

x1 / 2
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y 3,5 5 6 7 8

x 3 6 9 12 15

x (	�
���� 
������� ���	�)

y (��
�����
� 

� cm)

x (	�
���� 
������� ���	�)

y (��
�����
� 

� cm)

CD-ROM
∆ικτυότοπος

CD-ROM
∆ικτυότοπος

y �	�
������
	 
(cpm)

y �	�
������
	 
(cpm)

CD-ROM
∆ικτυότοπος



7. Ποσότητα φαρµακευτικής ουσίας K	��� � ������ �����,
� 
��������
� 
�� 	��	 �
	� �	��	����
��� ��
�	�
��� ���������� 
� ��
�	�	����	 ��
����	
. O
 
��-
������
�
� 
� ���� 	�� ��	������
� (ppm) �	�����	


��� 	������� ���	�	.

853 587 390 274 189 130

X����� 0 1 2 3 4 5
(������)

97 67 50 40 31

X����� 6 7 8 9 10
(������)

(�) K	�	
����
�� ��	 ������� ��� �	 
�
������
 ���
��
����	 ��� �	��	����
��� ��
�	� �� ��� ���-
��.

(�) ���������� �
� �����
�
� �� �
� ���"����
� 
	�.

(�) ����
������
 
�� ������� 
	�, ����� �
	 ���"��-
�� ��� ���� �	 ���
 ��	������ � ��
����	 ���
�	������ 
� 10 ���� 	�� ��	������
� (ppm).

8. Πεύκα ���� �	�	���� ���	�	, �� x �	�

����
 ��� ��-
�
����
	 ��� ������ ���� ������ 
� cm, 
�� ���� ���
����Ø �� y �	�

����
 �� 
����
�� ����� ����� (m)
!����	� ��� ����������.

x (cm) 43,2 48,3 50,8 58,4 63,5 71,1 81,3 96,5 99,1 104,1

y (m) 5,8 7,6 9,8 17,4 21,6 34,4 37,5 76,8 78,9 89,6

K	�	
����
�� �	
 ����!�� �	 	������	 ��� ������	:
��
 �� �����	����

�� 
����
�� ����� ����� !����	�
���	
 	������ (�) ��� ����	����� ��� ���
����
	� �	

(�) ��� ��"�� ��� ���
����
	�. &�
� ������� ���	
 �	-
������; 7���
� 	�� �	 ��� ������	 «��������
» �	-
�����	 �	 �������	 	�� �,�
 �� ����; 

9. Mαύρη πέρκα T	 	�
����
�� �������	 ��� 	���������
�	�

������ �� "���� w (
� gr) ��� �	���� ����	� ���
N�	� Y����� �
	 �
����	 ���� l (
� cm).

l (cm) 31,75 32,08 32,08 35,89 36,83 36,83 43,82 45,09

w (gr) 498,95 469,6 498,95 675,05 763,1 792,45 1203,351438,15

K	�	
����
�� �	
 ����!�� ��	 ������� ��� ������
��
 �� "���� ���	
 	������ ��� . &�
� �	�� �	
�
�-
��
 
�	 �������	;

10. Σφυγµοί θηλαστικών T	 	�
����
�� �������	 ��� 	��-
������� 
�
�������� �� "���� 
� ��	����
	 (g) ���
-
��� ���	
�
���, �� ��� 	�
��� ��� 
������ ���� 	��
����� (bpm). A��
����
�� �	 �������	 
� ��	 �
�-
��	��	 �
	
�����. M���� ��������
 ����
	 �	�	-
����

�
�� 
�����
����; A� �	
, "����� �
	 
�-
�����
� ��� �	 	������
 
�	����
��
�� �� 
����-
�
���� 	���. (Y�����#
: '��
��
�� ������	 ��� �����
y � x�(1/n) , ���� n 	���	
��.)

"�	����� ����� %�
	��
*�
������ x (g) y (bpm)

Vesperugo pipistrellus
(���� �
��� ��������	) 4 660

&�����
 25 670
A����	��� 200 420
I��
�� ��
���
� 300 300
K�����
 2.000 205
M
���
��� 
���� 5.000 120
M��	��
��� 
���� 30.000 85
&��"	�� 50.000 70
I������� 70.000 72
I���� 450.000 38
B��
 500.000 40
E���	��	� 3.000.000 48

Συσχέτιση γραφικών παραστάσεων
και συµπεριφορών
��
� A
��
�
� 11-14, ��
��!�� ��� ���� ��	�
��� �	��
�	-

�� (� ���������� ��	� �
�� 
	�) ��� ���
�����
 ��
��
��
��� ���
���� 
�����
���� �	�� ��� �	������ �����. E!�-
��
�� �
� ��
����� 
	�. &
�	��� 	�	���
�
� ���	
: (	) ��-
���	 (") ����	 ���, 	�!��
	 (�) ����	 ���, ������
	 (�)
����	 ����, 	�!��
	 (�) ����	 ����, ������
	 (
�) ���
-

�
��.

11. H 
��������
� ������������ �	������ 
�� 	��	,

��	���
�
 ��� ������.

12. H 
�	������ 
	� 
� ��	 �	��

	�� 	��
�������, 
�-
�	���
�
 ��� ������ ��� 	�
���
	�� 
�� ������ ���.

l 3

737. Mοντέλα µεταβολών

���������
�
(ppm)

���������
� 
(ppm)

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

(	) (")

(�) (�)

(�) (
�)

CD-ROM
∆ικτυότοπος

CD-ROM
Iστοτόπος

CD-ROM
∆ικτυότοπος



13. H ��
����	 ��� ����	�	-14 ��� 	������
 
� ��	 ��-
�� ������, 
��	���
�
 ��� ������.

14. A�� ��� ���� ������ �
	� ��!	����� �����	
 ����.
��
����
��: 

(�) T�� �	�����	 ����
��� ��� �����, �� ��� �����
��� �	�����.

(�) T� "���� ��� ����� 
�� ��!	����, �� ��� �����
��� �	�����.

15. (A���
����� �
	�
�	
�	 ��� A
��
��� 11-14.) &��-
������� �
	 
�����
���� ��� 	�������	
 ��
��
�� 	��
�	 �	�	���� �
	�����	�	.

16. *
	 �	 ��
���� � ���	
� ��� ����� ���

����
����	

��

���
�
� ��	
�
��� 	�����
���. ��
����
�� ���
���	
� ��� �
��������� ����� �� ��� 	�
��� ��� ��
-

���
���.

��
� A
��
�
� 17-20, 
���
�
�� ��	 ������	 ��� �	 ���
-
�����
 ��
��
�� ��� ���� 
�����
����.

17. $�	 ��	���
 ��� ����� 	�����	
 �	 ��
�
 
� �

��-
����
� ������ 	�� ���� 6 ������. ����
�
�� 
� ��
�-
�
�� �
���	��	 �� ���� ��� 
��	���
�
 ��� ������
���
���.

18. M�	 ����
�� ����
	 	�����	
 �	 ��
�
 
� ��	� ���"�
�� ���
. ����
�
��:

(�) T�� �	�����	 ��� ����
	� ��	��
 ��� ������.

(�) T�� 	��
�	
� ��� �
���
� ��	��
 ��� ������.

19. $�	� 	��!
����

��� ���� 	�� 	���
�����. M���
	�� 4 �����������	 ��������� ���
��, 	�����
 ��
	��!������. 7���� ��	 ��
��
�� �
���	��	:

(�) T�� �	�����	� ��� 	��!
����

�� ��	��
 ��� ���-
���.

(�) T�� 	��
�	
�� ��� �
���
� ��	��
 ��� ������.

20. M
	 ���
��� 	�	�����
�� �����
�� ������ �	 ���-
��
 ��	� �����
�� 500 ��	�
��. ����
�
�� ��� ���-
��
�� ��� ��	�
�� ��	��
 ��� ������, 	� 
��� ���
�-
�� ������������ 	��
��: 

(�) 300 ����
	.

(�) 500 ����
	.

(�) 600 ����
	.

21. &��
������ �
	 
�����
���� ��� �	�

�����	
 ��
�-
�
�� 	�� �	����	 	�� �
� 	�������� ��	�
��� �	�	-

��
�
�.

(�)

(�)

22. Eντοπισµός προβλήµατος *
	 �	���	 	�� �	 	������	

����
	 ��� ���
�������	
 �� ���
������ �����, �	-
���
�� �	 �
	������� ��	 �	���	�
�� ���"���	 ���
�	 ���� ����	 �	 ������
���. &�
�� ���	"����� ���-
������� �� ���"���	 	���; A�� 	����, ��
�� ���	
 �


����	
������;

(�) H �����
�
	�� 	�!�
� ���� ������.

(�) $�	 	��
������� 	�����	
 �	 ��
�
 	�� ������
����. &��� �	
 �� ��
	 �	�����	 �	 
������
���
�� �� ��	���;

(�) &�
� ������ �	�����	 ������ �	 	�	���!�
 ��	�

�
�� 
� �
	 �
��

���� "������	�
�;

(�) $�	� ��

��� ��

�����	� ������ �� ��� �	
 �
�

�
������ ���. #���
 �	 �	�	���
�
 �� �
	�����
�
	� 	����	� ����� ��� ���
�����
, �
	��
�� ���
	��	, 
��� ����� ��
����
	 �
	� ������. T�� ��-
�
	����
 
�
	����	 �� �
 
��"	���
 
�� �
	���
-

�
�� ��
����
	 ��� ��� ��
�� (����� �	
 	��	).

(
) O O��	�

��� T������� �	
 j	������ ���
H.&.A. (U.S. Food and Drug Administration) ���
-
	�����	
 �	 ����
 ��
� 	������
�	�
�� ���	
 ��	
�	
����
� ����	�� 
��� ���
��

�� ��� ����
��-
��� ��	� ��
��.

(��) O
 
�
������� ���� �	�	
���	��� �
	�
��� ����-

�� ���������	
 �	 ��
�!��� ��	� ���� 
������-

�� ���	���. &�� �����
 �	 �������	
 � ����� 	�-
���;

y

x

y

x

74 Κεφάλαιο 0. Προκαταρκτικά

Eπαναληπτικές ερωτήσεις 

1. &�� ��������
 � �!�
�
� �
	� �����	� ��	� ������	

�
 
�����	������ ��� 
������ ���; %�	� ������	
 �
���
� ��� �	
 �
 
�����	������ ���� 
������ ���; %-
�	� ������	
 � ���
� ��� �	
 � ���	����� ��� 	�� ���
	���; '�
�� �	�	�����	�	.

2. &�
�� ���	
 �
 
�����
� �!

�
�
� ����
�� �������

���� �!���� 
�����	������; 

3. &�
	 
��
� ������
 ���	!� ��� ���
��� ��� ����-

���� ������� ����
��; &�
	 � 	���
��
�� 
��
� �
	
�	�������� �������; '�
�� �	�	�����	�	.

4. T
 ���	
 
������
�; '�
�� �	�	�����	�	. &�� 
��-
�
������ �
	 
������
� ��� ����	� �	  ����	 ��

���
�	
 �
��� ���
����� ��	��	�
���� 	�
�����; T
 ���	

	�!��
	 �	
 �
 ������
	 
������
�; 

5. T
 ���	
 ���
	 �	
 �
 ���
��� 
������
�; &�
�� 
��-
������� �	���

����� �
 ��	�
��� �	�	
��
�
� ���




��	���
��� 	���� �	
 ��� �������� �	 �
� ����-
�	���������; '�
�� ��	 �	����
��	 
������
�� ���
��� ���	
 ���� ���
	 ���� ���
���.

6. T
 ���	
 �
	 �	�� ����	�	 ��
������ 
������
�; '�-

�� �	�	�����	�	. '�
�� ��� ��

�� ��� 
����-
��
�� 	������� �
��� �	
 
���
�
�� �� ��	�
�� ���
�	��
�	
�.

7. &��� ���	
 ���	�� � 
����
� ��� 
��	���
���; '�-

�� �	�	�����	�	 
������� 
��	���
��� �������-
����	� �
� �
��� ���� 
� �
����	 
����	. $��
 
��	-

�	 � 
�
�� �� ��� ����	 
��������	
 �
 
��	���
�
�;

8. &�� 	�������� ��� �!�
�
� y � f (x) �����
����� �	
���	����
���� �� ������� ��� ����-����, � ��!
�-
	�

����; '�
�� �	�	�����	�	.

9. T
 ���	
 � �����
�� 
������
�; '�
�� �	�	�����	�	.
&�
�� ���	
 �
 
�
������ �����
���; �� �
 �
	����
 �
�����
�� 
������
� 	�� ��� 	��� 
������
� ���	-
��� ��� ����� f(x) � xn ; *
	 ��
	 ���� �	
������� ���
��	��	�
��� ��
��� ���

������ �� ������	 �
 ����-
�
��� 
��	���
�
�;

10. &�
�� ���	
 � 	�
���� e �	
 ��� ������	
; &�
	 �	
����	 ��

��� �	
 �
��� ��� f (x) � ex ; &�� ���	
 �
��	�
�� ��� �	��
�	
�; &�� 
��������	
 �
 �
���
��� 
������
�� ex �� 	���� ��� , , �.�.�.;

11. &�
�� 
��	���
�
� �
	������ 	���
������; &�� !�-
����� 	� ��� 
��	���
�
� f �	
 g ���	
 	���
������ �
��	 ��� �����; '�
�� �	�	�����	�	 
��	���
���
��� ���	
 (� ��� ���	
) ���	!� ���� 	���
������. 

12. &�� 
��������	
 �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� �	���
�	
 �
 ��	�
��� �	�	
��
�
� �
	� 
������
�� �	

��� 	���
������ ���; '�
�� ��	 �	����
��	.

13. M� ��
	 �
	�
�	
�	 �������� ���
��� ����� �	 ��-
���
���� ��� 	���
����� �
	� 
��	���
��� ��� x ��

������
� ��� x ; M� ��
�� ����� �������� �	 
��-
�
�
���� �	�	����
�� �
	 
������
� y � f (x) �	��
�� ��� 	���
����� ��� y � f �1(x) 
��� ����� ����
������

��;

14. T
 ���	
 � 
������
� ���	������ �	
 ��
�� �
 
�
�-
����� ���; T
 ���	
 � 
������
� ��

��� ���	������;
&�
	 �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ��� y � ln x ; &�� ��-
�	
 � ��	�
�� ��� �	��
�	
�;

15. &�� 
�������	
 �� ������	 ��� 
������
�� loga x ��
	��� ��� ln x ; K	�� ��
� ���	
 	����� � ����
� ��


�	�� "���� ������
 ���� ��	 �����
�� 
������
�
�	
 ��	 ���	�
��
�� 
������
�; 

16. T
 ���	
 �� 	��
�
	�� �����; &�� ���	�������� �	
	����
	 
� ������ �	
 ��� �
� ������ 
� 	����
	;

17. ����
�
�� �
� ��	�
��� �	�	
��
�
� ��� �!
 "	

���
��
��������
��� 
��	���
���. T
 ������ 
���������
�	���

����� 	����; 

18. M��
��� ����� ���	
 ���	��� �	 "����� �
� �
��� ��
-
��������
��� 
��	���
��� 	�� ������	. E!���
��
��� ������ 	��� �	 ����
 �	
 ��
�� �	�	�����	�	.

19. T
 ���	
 �
	 ���
��
�� 
������
�; '�
�� �	�	����-
�	�	. &�
�� ���	
 �
 �������
 ��� �!
 "	

��� ��
��-
������
��� 
��	���
���;

20. &�
	 � 
��
� ���	!� ��� ����� ��� ���
��� ��
��-
���
���� 
��	���
��� f(x)�Asin((2p B)(x � C)) � D
�	
 ��� �
	�
�	

�� ���	���

��, ��
�����
��, 
��-
�����
�� �	
 �	�����

��� ��� ��	�
��� ��� �	�	-

��
���; '�
�� �	�	�����	�	. ����
�
�� �� ���
��
��
�����
�� �	����� �	
 
���
�
�� 
�� ������	 �
�

�	����� A B C �	
 D

21. M� 	������	 ��� �	������	 cos2 u � sin2 u � 1 �	

���� ������ 	����
�	��� ���
�� cos (A � B) �	
 
sin (A � B), ���!�� ��� ������� �	 ��������� �	

�
������ ����� ��
��������
��� �	��������.

22. &�� �������	
 �
 	���
������ ��
��������
��� 
�-
�	���
�
�; &�� �������� �� ���
� �������
�� ��
-
����� �	 "����� �
� �
��� ��� 
��	���
��� 	����;
'�
�� �	�	�����	�	.

23. O ������

��� �	� ���
 ���	�����	 ������

��� �
-
��� ��� 
��	���
��� cos�1 x sin�1 x �	
 tan�1 x .
E!���
�� ��� �������� �	 "����� �
� �
��� ��� 
�-
�	���
��� sec�1 x csc�1 x �	
 cot�1 x .

24. T
 ���	
 �
	 �	�	����
����
����� �	����� 
�� �����-
�� xy; T
 ���������� 	��
�� 
����� ��� �	
 �
 ���
��;
A� �
	 ��� ����
� 
��	�
���� 
�� ������� 
	� �����-
��
 �
	 �	���

	�� �!�
�
� ��� ������	
 �	�	����
��,
��
	 
��
� 	�	������ �	 ������
 ���	!� ��� ��	��-
�	��� ��� �	���

	��� �!�
�
�� �	
 ��� ����
�� ���

��	�
����; '�
�� �	�	�����	�	.

25. &�
	 ���	
 � 
������ �	�	����
������
� ��� ������
� � ; &�
	 ��� ����
��� ( ) � ( ) � 1 ;

T�� ��	���	��� �
	� 
��	���
��� y � f (x) ; T��
	���
������ �
	� 
��	���
��� y � f (x) ;

b 2
 / y 2a 2

 / x2a 2y 2x2

 , ,

 , ,

 . , , ,

 / 

x3x2

 ,
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Ασκήσεις κεφαλαίου

Eυθείες

��
� A
��
�
� 1-12, ������ �
	 �!�
�
� �
	 ��� �����	
��� ������	
 �� �!��:

1. '
�����	
 	�� �� 
����� (1, �6) �� ���
� 3 .

2. '
�����	
 	�� �� 
����� (�1, 2) �� ���
� �1 2 .

3. E��	
 �	�	������ �	
 �
�����	
 	�� �� 
�����
(0, �3) .

4. '
�����	
 	�� �	 
����	 (�3, 6) �	
 (1, �2) .

5. E��	
 ��
����
	 �	
 �
�����	
 	�� �� 
����� (0, 2) .

6. '
�����	
 	�� �	 
����	 (3, 3) �	
 (�2, 5) .

7. $��
 ���
� �3 �	
 ���	����� 3 .

8. '
�����	
 	�� �� 
����� (3, 1) �	
 ���	
 �	�������

��� 2x � y � �2.

9. '
�����	
 	�� �� 
����� (4, �12) �	
 ���	
 �	���-
���� 
��� 4x � 3y � 12 .

10. '
�����	
 	�� �� 
����� (�2, �3) �	
 ���	
 ������

��� 3x � 5y � 1.

11. '
�����	
 	�� �� 
����� (�1, 2) �	
 ���	
 ������

��� (1 2)x � (1 3)y � 1.

12. $��
 ��������� 3 �	
 ���	����� �5 .

 /  / 

 / 



Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις

13. B����� �
	 ����	
� �
	 �� ��"	��� �	
 ��� ����-
����� ������, 
��	���
�
 ��� 	����	� ��� ������.
K	���
� �����
�� �� ��"	��� 
��	���
�
 ��� ���
-
������.

14. B����� �
	 ����	
� �
	 ��� 	����	 
�	��	� 
��	�-
��
�
 ��� ��"	��� ��� ��
����
�� ���. K	���
� ��-
���
�� �� ��"	��� ��� ��
����
	� 
��	���
�
 ���
����� ��� 
�	��	�.

15. $�	 
����� P 
�� ����� ���	������
� ���	
 
�����
��� �	�	"���� y � . E����
�� �
� 
�����	������
��� P 
��	���
�
 ��� ����	� ��� 
���	����
 � �!�-
�	� x �� ��� �����	 ��� 
�����
 �� P �� ��� 	���.

16. K	��� ��	 	���
�	�� 	����
����	
 �
������� �	�	-
�����	 	�� ������� ���
���, ���������	
 	�� �
	 
�-

���� �	�
������

��� � ����	 	����
 500 m 	�� ��

����� 	������
��. B����� �
	 ����	
� �
	 �� ����
��� 	���
�	��� 
��	���
�
 ��� ����	� ��� 
��-
�	����
 �� ��	��� �� ��� �����	 ��� 
�����
 �� 
�-

���� �� �� 	���
�	��.

��
� A
��
�
� 17-20, ���
�
���
�� 	� � ��	�
�� �	��-

�	
� ��� 
��	���
��� ���	
 
������
�� �� ���� ���
�!��	 y , �� ���� ��� 	���, � �� ���� �����	 	�� �	 ���. 

17. y � /5 18. y � /5

19. y � � 2x � 1 20. y �

��
� A
��
�
� 21-28, ���
�
���
�� 	� � 
������
� ���	

���
	, ���
���, � �����	 	�� �	 ���.

21. y � � 1 22. y � � � x

23. y � 1 � cos x 24. y � sec x tan x

25. y � 26. y � 1 � sin x

27. y � x � cos x 28. y �

��
� A
��
�
� 29-38, "����� �	 ����	 (�) ��

��� �	
 (�)
�
���.

29. y � �x � � 2 30. y � �2 �

31. y � 32. y � 32�x � 1

33. y � 2e�x � 3 34. y � tan (2x � p)

35. y � 2 sin (3x � p) � 1 36. y � /5

37. y � ln (x � 3) � 1 38. y � �1 �

Τµηµατικά οριζόµενες συναρτήσεις

��
� A
��
�
� 39 �	
 40, "����� �	 ����	 (�) ��

��� �	

(�) �
���.

39.

40.

��
� A
��
�
� 41 �	
 42, ������ ��	� ���� ��� �	 �����

�	�� ����	�	 �� 
���
	
���
	 
������
�. 

41. 42.

Σύνθεση συναρτήσεων

��
� A
��
�
� 43 �	
 44, �������
�� �
� ��
������:

(�) ( f � g)(�1) (�) (g � f )(2)

(�) ( f � f )(x) (�) (g � g)(x)

43.

44. f (x) � 2 � x g(x) �

��
� A
��
�
� 45 �	
 46, (�) ������ ��	� ���� �
	 �
� f � g
�	
 g � f �	
 "����� �	 ����	 (�) ��

��� �	
 (�) �
��� ���
�	����	�.

45. f (x) � 2 � , g(x) �

46. f (x) � , g(x) �

Σύνθεση µε απόλυτες τιµές ��
� A
��
�
� 47-52, 
���
�
��
�
� f1 �	
 f2 
� ��
�� �
���	��	, �����
����� �	 
����-
������ �	
 �	 ���
������� ��� ���������	
 � ��	�
��
�	��
�	
� �
	� 
��	���
��� f1 	� ������� 	������� �
-
��� ������ ��� ��	���
����.

f1(x) f2(x ) � f 1( �x �)

47. x �x �

48. �x �3

49. �x �2

50.

51.

52. sin x sin �x �

Σύνθεση µε απόλυτες τιµές ��
� A
��
�
� 53-56, 
���
�
��
�
� g1 �	
 g2 
� ��
�� �
���	��	, �����
����� �	 
����-
������ �	
 �	 ���
������� ��� ���������	
 � ��	�
��
�	��
�	
� �
	� 
��	���
��� g1 	� ������� 	������� �
-
�
��� 	��� ��� ��	���
����.

g1( x ) g 2( x ) � �g 1( x ) �

53.

54.

55. 4 � �4 � �

56. � x � � x �

Aντίστροφες συναρτήσεις

57. (�) ����
�
�� �� 
������
� f(x)� , 0�x� 1 .
T
 ������ 
�������	 �	���

���
 � ��	�
�� �	��-

�	
�;

�1 � x2

x2x2

x2x2

� �x ��x

� x3
 �x3

��x ��x

1
� x �

1
x

x2

x3

�1 � x�x

�x � 2x2

�3 x � 1 ,

f (x) � 1x ,   g(x) � 1

�x � 2

x

5
(2, 5)

0 4

y

x

1

10 2

y

y � ��x � 2 ,
�x ,
�x � 2 ,

�2 � x � �1
�1 � x � 1
 1 � x � 2

y � ���x ,
�x ,

�4 � x � 0
 0 � x � 4

�3 2 � x

x2

�16 � x2

�1 � x

�x4 � 1

x4 � 1
x3 � 2x

x3x5x2

e�x2

x2

x2x1

x2
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(�) '��!�� ��
 � 
������
� f ���	
 � 	���
����� ���
�	���� ���. (#�������� ��
 � x �
	 x � 0 .)

58. (�) ����
�
�� �� 
������
� f(x) � 1 x T
 ������

�������	 �	���

���
 � ��	�
�� �	��
�	
�;

(�) '��!�� ��
 � 
������
� f ���	
 � 	���
����� ���
�	���� ���.

��
� A
��
�
� 59 �	
 60:

(�) B����� ��� f �1 �	
 ���!�� ��
 
( f � f �1)(x) � ( f �1

� f )(x) � x

(�) ����
�
�� �
� f �	
 f �1 
� ��
�� �
���	��	.

59. f (x) � 2 � 3x

60. f (x) � (x � 2)2 x � �2

61. (�) '��!�� ��
 �
 f(x) � �	
 g(x) � ���	
 	���-

������ � ��	 ��� �����.

(�) ����
�
�� �
� f �	
 g 
� �	������	 ������ �
�-

���	 �
��� ��� x �
�� �	 �	����	
 ��
 �
 ��� ��	-
�
��� �	�	
��
�
� �������	
 
�	 
����	 (1, 1) �	

(�1, �1) . B�"	
������ ��
 � �
���	 ��� "������
���	����
 ��� 	�	
������� 
�������	 �� ����
��� �����	 y � x

62. (�) '��!�� ��
 �
 h(x) � 4 �	
 k(x) � (4x)1/ 3 ���	

	���
������ � ��	 ��� �����.

(�) ����
�
�� �
� h �	
 k 
� �	������	 ������ �
�-

���	 �
��� ��� x �
�� �	 �	����	
 ��
 �
 ��� ��	-
�
��� �	�	
��
�
� �������	
 
�	 
����	 (2, 2) �	

(�2, �2) . B�"	
������ ��
 � �
���	 ��� "������
���	����
 ��� 	�	
������� 
�������	 �� ����
��� �����	 y � x

63. (�) B����� ��� 	���
����� ��� f (x) � x � 1. ���-
�
�
�� ��� f �	
 ��� 	���
����� ��� 
� ��
�� �
�-
��	��	. E��
�� 
���
�
�� �� �
	����������
��	���� ��� �����	 y � x.

(�) B����� ��� 	���
����� ��� f (x) � x � b (���� b

�	����). &�
	 
��
� ���
 �� ������	 ��� f �1 ��
	��� ��� f ;

(�) T
 
�����	����� �
	 �
� 	���
������ 
��	���-

��� ��� ������ �
 ��	�
��� �	�	
��
�
� ���	

������� �	�������� 
��� �����	 y � x ;

64. (�) B����� ��� 	���
����� ��� f (x) � �x � 1 . ���-
�
�
�� ��� �����	 y � �x � 1 
� ��
�� �
���	�-
�	 �� ��� y � x T
 ����	 ������� ���������� �

��� �������;

(�) B����� ��� 	���
����� ��� f (x) � �x � b (b 
�	-
����). T
 ����	 
���	����
 � �����	 y � �x � b
�� ��� �����	 y � x ;

(�) T
 
�����	����� �
	 �
� 	���
������ 
��	���-

��� ��� ������ �
 ��	�
��� �	�	
��
�
� ���	

������� ������� 
��� �����	 y � x ;

65. ∆εκαδικό ανάπτυγµα του e Y������
�� ��� 	�
��� e 
�
�
	 ���


����	 ���	�
�� ����	 
�� ��
�����
 �
������

��� 
	�, ������	� ��� �!�
�
� ln x � 1 .

66. H σχέση αντιστροφής µεταξύ του e x και του ln x B�����
��
� 	!
��

�	 ���������
 � ������

��� 
	� �
�

������� 
��	���
�
�

eln x �	
 ln (e x).

Aλγεβρικοί υπολογισµοί µε εκθετικά και λογαρίθµους

A�����
�
�� �
� ��
������ ��� ������	
 
�
� A
��
�
�
67-70.

67. (�) eln 7,2 (�) (�)

68. (�) (�) e–ln 0,3 (�) eln �x–ln 2

69. (�) 2 ln (�) ln (ln ee) (�)

70. (�) ln (esec �) (�) (�)

Tριγωνοµετρία

��
� A
��
�
� 71 �	
 72, "����� �� ����� ��� ����	� 
�
	����
	 �	
 ������.

71. sin�1 (0,6) 72. tan�1 (�2,3)

73. Y������
�� �
� �
��� ��� �!
 "	

��� ��
��������
-
��� 
��	���
��� ��� ����	� u � cos�1 (3 7) . '�
��
	��
"��� 	�	���
�
�.

74. +�
�� ��� �!�
�
� sin x � �0,2 
�	 �	�	���� �
	-

���	�	.

(�) 0 � x � 2p (�) �� � x � �

��
� A
��
�
� 75 �	
 76, 
���
�
�� �� ��	�
�� �	��-

�	
� �	
 
��	������	 "����� ��� ������� ��� 
��	���-

��� ��� �����	
. 

75. y � sin 

76. y � cos 

77. ����
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� 
������
�� 

y � 2 cos .

78. ����
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� 
������
�� 

y � 1 � sin .

��
� A
��
�
� 79-82, �� ABC ���	
 ��	 �������
� �����-
�� �� ���� ����	 
��� ������ C O
 	���	��
 �������
��� ���
�� A B �	
 C ����� ���� a b �	
 c 	���-

��
�	.

79. (�) Y������
�� �	 a �	
 b 	� c � 2 , B � p 3.

(�) Y������
�� �	 a �	
 c 	� b � 2 , B � p 3.

80. (�) E����
�� �� a 
��	���
�
 ��� A �	
 c.

(�) E����
�� �� a 
��	���
�
 ��� A �	
 b.

81. (�) E����
�� �� a 
��	���
�
 ��� B �	
 b.

(�) E����
�� �� c 
��	���
�
 ��� A �	
 a.

82. (�) E����
�� �� sin A 
��	���
�
 ��� a �	
 c.

(�) E����
�� �� sin A 
��	���
�
 ��� b �	
 c.

��
� A
��
�
� 83 �	
 84, ���!�� ��
 �
 
��	���
�
� ���	

���
��
��� �	
 "����� ��� ������� ����.

83. y � sin3 x 84. y � � tan x �

X��

����
�
�� ���� ������ ��� 	����
�	��� ���
�� �
	 �	
�	�	������ �
� �	�������� ��� A
��
��� 85 �	
 86.

85.

86.  sin �x � p
2� � �cos  x

 cos �x � p
2� � �sin  x

 / 

 / 

 , , , , ,
 .

�x � p
4�

�x � p
3�

px
2

x
2

 / 

ln (e2 ln x)ln (eex
 )

ln (e�x2�y2
 )�e

eln (x2�y2
 )

eln x�ln ye�ln x 2

 .

 .

 / x3
 .

�3 xx3

 ,

 .

 . / 

�x2
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87. Y������
�� �� sin  7p——
12

��������� �� �� 

88. Y������
�� �� cos 11p——
12

��������� �� ��

.

X��

����
�
�� ������	 	�	����� �
	 �	 "����� �
� ��-
���� 
�
� A
��
�
� 89-92.

89. (�) sin�1 (�) sin�1 (�) sin�1 

90. (�) cos�1 (�) cos�1 

(�) cos�1 

91. (�) sec�1 (�) sec�1 (�) sec�1 2

92. (�) cot�1 1 (�) cot�1 (�) cot�1 

Yπολογισµός τριγωνοµετρικών και αντίστροφων
τριγωνοµετρικών συναρτήσεων

��
� A
��
�
� 93-96 �������
�� �
� �
��� ��� 
��	���-

���.

93. sec 

94. cot 

95. tan (sec�1 1) � sin (csc�1 (�2))

96. sec (tan�1 1 � csc�1 1)

Yπολογισµός τριγωνοµετρικών εκφράσεων

��
� A
��
�
� 97-100 	�����
�
�� �
� ��
������ ���
������	
.

97. sec (tan�1 2x)

98. tan 

99. tan (cos�1 x)

100.

&�
�� 	�� �
� �����
�
� ��� ������	
 
�
� A
��
�
� 101-
104 �������	
 �	
 ��
�� ��
; A
�
�����
�� ��� 	�����
�

	�.

101. (�) tan�1 2 (�) cos�1 2

102. (�) csc�1 (�) csc�1 2

103. (�) sec�1 0 (�) sin�1

104. (�) cot�1 (�) cos�1 (�5)

105. Ύψος στύλου '�� ���	�	 ���������	
 ��������	 	��
��� ������ T �	�	������� 
����� ����
 �� ��	���,

�	 
����	 B �	
 C 	���
��
�	. T� 
����� C ���	
 10
m �������	 
�� "�
� ��� 
����� 	�’ �,�
 �� 
�����
B '�������� ��
 �� ���	 BT 
���	����
 ����	 35� ��
�� ��
����
� ������� �	
 �� CT 
���	����
 ����	 50�
�� �� ��
����
� �������, �������
�� �� ���� ��� 
��-
���. 

106. Ύψος µετεωρολογικού αερόστατου '�� �	�	������� 
�	

����	 A �	
 B 	������ 2 km � ��	� 	�� ��� ���� �	

������� �	�������	 �� ����	 	����
��� ���� 	���-

�	��� ��� ����������
��� �����
�	� "��
����	�
40� �	
 70� , 	���
��
�	. A� �� 	���
�	�� "��
���	

	��
"�� ���� 	�� ��	 
����� ��� ������	���� ���-
�	��� AB, �	 "����� �� ���� ���.

107. (�) ����
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� 
������-

�� f (x) � sin x � cos (x 2) .

(�) B�
�
 ��� ��	�
��� �	��
�	
��, ���
��
�� ���
������� ��� 
��	���
���.

(�) E�
"�"	
�
�� 	���"�
�� ��� 	�����
� ��� ��-

	�� 
�� (").

108. (�) ����
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� 
������-

�� f (x) � sin (1 x) .

(�) &�
	 �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ��� f ;

(�) E��	
 � f ���
��
��; A
�
�����
�� ��� 	�����
�

	�.

Παραµετρικοποιήσεις

��
� A
��
�
� 109-112 ������	
 �
 �	�	����
����
�
�
�
���
��� �	������.

(�) B����� �
	 �	���

	�� �!�
�
� �
	 ��� �	�����
��� ���
���
 ��� �	�	����
����
����� �	�����.
&�
� ����	 ��� ��	���	��� ��� �	���

	��� �!�-

�
�� �	������	
 	�� ��� �	�	����
����
�����
�	�����;

(�) ����
�
�� ��� �	�����. ����
�
�� �	 	��
�� �	

���
�� ��� 
����	, ���� 	��� ���	
 ���	���. ��-
��
�
�� ���
�� �� ���� �
	��	��� ��� �	������.

109. x � 5 cos t y � 2 sin t 0 � t � 2p

110. x � 4 cos t y � 4 sin t p 2 � t � 3p 2

111. x � 2 � t y � 11 � 2t �2 � t � 4

112. x � 1 � t y � (t � 1) 2 t � 1

��
� A
��
�
� 113-116, ��
�� �
	 �	�	����
������
� ���
�	������:

113. T� ������	��� ����	 �� ���	 �	 
����	 (�2, 5) �	

(4, 3)

114. H �����	 ��� �
�����	
 	�� �	 
����	 (�3, �2) �	

(4 , �1)

115. H ��
�����	 ��� 	�����
 	��  �� 
����� (2, 5) �	
 �
�-
����	
 	�� �� (�1, 0)

116. y � x(x � 4) , x � 2

 , ,

 , ,

 /  /  , ,

 , ,

 / 

 / 

 .

� 1
�2�

�2

1
2

 sin �tan�1 
x

�x2 �  1�

�sec�1 
y

5�

�sin�1 ��
�3
2 ��

�cos�1 1
2�

� 1

�3�(��3 )

��2

�3��2

���3
2 �

� 1

�2���1
2 �

��3
2 ���1

�2��1
2�

cos �p

4
 � 2p

3 �

 sin �p

4
 � p

3�.
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1. ��� 
���	 �	����	
 � ��	�
�� �	��
�	
� ��� f. ���-
�
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	
� �	����	� 	�� �
� �	�	-
���� 
��	���
�
�:

(�) y � f (�x) (�) y � �f (x)

(�) y � �2 f (x � 1) � 1 (�) y � 3f (x � 2) � 2

2. ��� 
���	 �	����	
 � ��	�
�� �	��
�	
� �
	� 
�-
�	���
��� ��� ������	
 
�� �
�
���	 [�3 , 3]. ���-
�����
�� ��, ���������	� ��
 � 
������
� ���	
 

(�) ���
	. (�) ���
���.

3. Yποτίµηση H ��	
���	 Smith Hauling 	���	
� ��	 ���-
���� 18 ������ 
�� ��
� ��� $100.000. *
	 �	 ����	
10 ����
	, � 	!�	 ��� �������� ��	������	
 �� ���

�	���� ����� ��� $10.000 �	�’ ����.

(�) *����� �
	 ����	
� �
	 ��� 	!�	 y ���� 	�� x
����
	.

(�) &��� �	 ���
 ���
�
 � 	!�	 ��� �������� 
�	
$55.000;

4. Aπορρόφηση φαρµάκου $�	 �	�
����� ��������	
 ��-
�����"���. H 
������
�

f (t) � 90 � 52 ln (1 � t) , 0 � t � 4

�	�

����
 �
� ������� �	��	����
��� ��
�	� ��� �-
���� �	�	�����
 
�� 
��	 ���� 	�� t ����.

(�) &�
�� ������� ��� ��
�	� ���������	� 	��
��

�� 
��	;

(�) &�
�� ������� ����� �	�	�����
 ���� 	�� 2 ����;

(�) ����
�
�� �� ��	�
�� �	��
�	
� ��� f

5. Yπολογισµός χρόνου H M	��	 �	�	����
 	��
�� ��-
���	
� 1500 € 
� ��	���
�� ���	�
	
�� �� ��
���
�
8% �	
 ���

� 	�	���

��. �� ��
� �
�
���	 �	 �-
���� ���
�
 �
 �	�	��
�
� ��� 
�� ���� ��� 5000 €;

6. ��� 
���	 �����	
 �
	 «	����
!� ����� ���
	» ��� ��-
��� ��� 
����
�����. E!���
�� ���. (&���: Sidney
H. Kung, “Proof without Words: The Law of Cosines,”
Mathematics Magazine Vol. 63, No. 5, Dec. 1990, p.
342.)

7. '��!�� ��
 �� ��"	��� ��� ��
����� ABC �����	
 	��
�� 
��
� (1 2)ab sin C � (1 2)bc sin A � (1 2)ca sin B

8. (�) B����� ��� ���
� ��� �����	� ��� �����
 ��� 	�-
�� �� �� ��
�� P ��� ������� AB 
�� �������
��� �	�	�
������� 
���	��� (a b � 0) .

(�) &��� ���	
 �����	 �	 OP �	
 AB ;

9. T� �	�	���� 
���	 �	����
 �
	 ����� 	����
!� ���
��


T�����
�
�� ��� 	����
!�, �!�����	� �
 
��"	���
.
(&���: Edward M. Harris, “Behold! Sums of Arctan,”
College Mathematics Journal Vol. 18, No. 2, March
1987, p. 141.)

10. Mάθετε γράφοντας *
	 ��
�� �
��� ��� x � 0 

���
 �


����	 � (xx)x ; A
�
�����
�� ��� 	�����
�

	�.

x (xx
 )

 ,

EA

B

C

D

 tan�1  1
2

  �  tan�1  1
3

  � p
4

 .

x

y

O

B(0, b)

A(a, 0)

P

 ,

BA

C

ab

c

 . /  /  / 

a
�

a

a

c

a � c

b

2a cos � �  b

 ,

 .

1

x

y

321

2

1

(1, –1)

(3, 2)

x

1

–1

y
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11. Σύνθεση συναρτήσεων

(�) $
�� ��
 h � g � f, ���� g ���	
 ���
	 
������
�.
H 
������
� h �	 ���	
 ����	 ���
	; A
�
���-
��
�� ��� 	�����
� 
	�.

(�) $
�� ��
 h � g � f, ���� g ���	
 ���
��� 
������-

�. H 
������
� h �	 ���	
 ����	 ���
���; T


��"	���
 	� � f ���	
 ���
���; T
 	� ���	
 ���
	;
A
�
�����
�� ��� 	�����
� 
	�.

12. O κανόνας του 70 K�����	� ��� ���
���

� ln 2 � 0,70
(	��� ��� 	��
"��� 	������
�	��� 0,69314 . ) , ���-
����� �	 �!	������ ��� 	������� �����
�� �	���	:
«*
	 �	 �������
���� �	�’ ������
� ��
	 ����
	 �	
���
	
���� �
	 �	 �
��	

	
��� ��	 ��
� ��� ����-
����	
 �� ��
���
� r �	
 
����� 	�	���

��, �
	
���-
�� �� 70 �� �� r». *
	 �	����
��	, ��	 �����	
� ���
�������	
 �� 5% �	 �
��	

	
��� 
� ������� 70 5 � 14
���. A� ���� ��
������	
 �
��	

	
��� 
� 10 ���, �	
�����
 �� ��
���
� �	 ���	
 70 10 � 7% . A�����!��
��� �	���	 ��� 70. ($�	� �	�	���

�� «�	���	� ���
72» ���

����
�� �� 72 	��� ��� 70, �
	 �	
 � 	�
����
72 ���
 ���
�

������� 	���	
��� �	��������.)

Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις

13. M������� �	 "����� ��� 
��	���
�
� f �	
 g ����
��
�
�� f � g � g � f ; A
�
�����
�� ��� 	�����
� 
	�.

14. M������� �	 "����� ��� 
��	���
�
� f �	
 g �� ���

�
����	 �	 ��	���	�� ���� �	 ��� ���	
 �������, 	�-
�� �� ������	 ��� f � g �	 ���	
; A
�
�����
�� ���
	�����
� 
	�.

15. E�� � f (x) ���	
 ���
���, �
 
�����	����� �
	 ��� 
g(x) � f(x) � 2 ; &�
	 �	 ��	� � 	�����
� 
	� 	� � f
��	� ���
	; A
�
�����
�� ��� 	�����
� 
	�.

16. A� � g(x) ���	
 �
	 ���
��� 
������
� ��� ������	

�
	 ���� x �
 
�����	����� �
	 ��� �
�� g(0); A
�
�-
����
�� ��� 	�����
� 
	�.

17. ����
�
�� ��� �!�
�
� �x � � �y � � 1 � x

18. ����
�
�� ��� �!�
�
� y � �y � � x � �x �

19. '��!�� ��
 	� � f ���	
 �	�������	 ���
	 �	
 ���
���,
���� f (x) � 0 �
	 ���� x ��� 	����
 
�� ����� ��

���
��� f

20. (�) Άρτιο και περιττό τµήµα συνάρτησης $
�� f ��	 
�-
�����
� �� ����� ��

��� 
������
�� �� ����
��� 	���Ø ���	��, �� �x 	����
 
�� ����� ��
-

��� ���
�� 	����
 �	
 �� x. '��!�� ��
 � f �	 ��-
�	
 �� ����

�	 �
	� ���
	� �	
 �
	� ���
���� 
�-
�	���
���:

f(x) � E(x) � O(x) ,

���� E, O � ���
	 �	
 � ���
��� 
������
� 	���-

��
�	. (Y�����#
: $
�� E(x) � [ f(x) � f (�x)] 2 .
'��!�� ��
 E(�x) � E(x) , ���	�� ��
 � E ���	
 ��-
�
	. K	���
� ���!�� ��
 � O(x) � f(x) � E(x) ���	

���
���.)

(�) Mοναδικότητα '��!�� ��
 ������
 ����� ��	� ���-
��� �	 ��	��� � f �� ����

�	 ���
	� �	
 ���
����

��	���
���. (Y�����#
: $�	� ����
�� ������ ��-
���	
 
�� ������	 (	). '��!�� ��
 	� ������ �	

�������� ������, ���	�� 	� f (x) � E1(x) � O1(x) ,
���� � E1 ���	
 ���
	 �	
 � O1 ���
���, �	 

���

E � E1 � O1 � O K	���
�, ����� ���
� ��� A-

��
��� 19 �
	 �	 ���!��� ��
 E � E1 �	
 O � O1.)

21. Aµφιµονοσήµαντες συναρτήσεις A� � f ���	
 
������
�
	��
����
��	���, ���!�� ��
 �	
 � g(x) � �f (x) ���	

���
�� 	��
����
��	���.

22. Aµφιµονοσήµαντες συναρτήσεις A� � f ���	
 
������
�
	��
����
��	��� �	
 �
 �
��� f (x) ���	
 ����	 �
���-
��� ��� �������, ���!�� ��
 �	
 � g(x) � 1 f (x) ���	

���
�� 	��
����
��	���.

23. Πεδία ορισµού και τιµών $
�� a � 0 , b � 1 , �	
 b � 0 .
&��
�
���
�� �	 ����	 ��

��� �	
 �
��� ��� 
��	�-
��
���:

(�) y � a(bc�x) � d (�) y � a logb (x � c) � d

24. Aντίστροφες συναρτήσεις $
��

f(x) � c � 0 , ad � bc � 0 .

(�) Mάθετε γράφοντας E�
��
���	������
�� ��

�
��
�
	 �� 	��
����
��	���� ��� f.

(�) B����� ��	� ���� �
	 ��� 	���
����� ��� f

(�) B����� �
� ��
����
�� �	
 �
� �	�	������� 	
��-
������ ��� f

(�) B����� �
� ��
����
�� �	
 �
� �	�	������� 	
��-
������ ��� f �1. &�� 
��������	
 	���� �� �
� 	-

�������� ��� f ;

Mοντέλα

25. Σταθερές αναλογίας &��
�
���
�� �	�� ��
� �	 �	-
�	���� 	�
����
�� �������	 ���
�������� ���
	�	�������� 
��
� 	�	����	�. A� �	
, ���
��
��
�� 
�	���� 	�	����	�. 

(�) y 	������ ��� 

y 6 13 24 39 58 81 108 139

x 0 1 2 3 4 5 6 7

(�) y 	������ ��� 4x

y 0,6 2,4 9,6 38,4 153,6 614,4 2457,6 9830,4

x 0 1 2 3 4 5 6 7

26. Πληθυσµός κυττάρων M
	 ������ "	����
	��� �!����-

�� ����
 �	 �	�	���� 	������
�	�	.

x ������ (hr) 0 2 4 6 8 10

y �����
��� 597 893 1339 1995 2976 4433
��������

x ������ (hr) 12 14 16 18 20

y �����
��� 6612 9865 14.719 21.956 32.763
��������

(�) K	�	
����
�� ��	 �	���	�
�� ������� ��� �	 
�-

������
 ��� �����
�� ��� �������� �� ��� �����.

(�) ���������� �
� ���"����
� ��� �������� 
	� ��
�
� ���	
���
	��� �����
�
�.

(�) X��

����
�
�� �� ������� 
	� �
	 �	 ���"��-
���� ���� �	 	�����
 � �����
��� ��� ��������

� 50.000.

x2

 .

 .

ax � b
cx � d

 ,

 / 

 .

 / 

 .

 .

 .

 ,

 / 

 / 

 . .
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27. Eπιµήκυνση ελατηρίου O ���	�	� ��� 	�������� ����

�
��� ��� ��
�����
�� e 
� ��	��
������	 	�� ��	��-

������� (cm/cm), ��� ���������� ��	� 
� �	��"�
��

���	 	
����	
 ��
� S ��� ����
��	
 
� Newton 	��
����	���
�� ��	��
������� (N/cm2). A��
����
�� �	
�������	 
� �
���	��	 �����
����� �	 ����!��� ��
������� e � c1S. A�� �� ������	 ��� ���	�� ���
��-

�� �� 
�	���� c1.

S 
 10�3 5 10 20 30 40 50

e 
 105 0 19 57 94 134 173

S 
 10�3 60 70 80 90 100

e 
 105 216 256 297 343 390

(�) K	�	
����
�� ��	 ������� ��� �	 
�����
 ���
��
�����
� ��� ��	������ �� ��� �!	�������
	�� 	��� ���	.

(�) &�
� �	�� �	
�
���
 
�	 �������	 �� �������

	�;

(�) K���� �
	 ���"���� ��� ��
�����
�� ��� ��	��-
���� �
	 ��
� S �
� �� 200 
 10�3 N/cm2 &�
�
���

����
�� ��� ���"���� 
	�; 

28. Aντλία κενού M
	 ���	�
�� 	����	 ����� ���

����
-
���	
 �
	 �	 ������
�
 ��	� ���	�� 	�� ��� 	��	 ���
	���� 	��
�� ���
���
. $�	� �������� ���
�� �	�	-
�����
 ��� ���
� 
� 	���
�	
��� (Pa). A���������
�	 ��
�	�	�
�� �������	 ��� 	����
	� �
 �����
�
�.

&��
� (Pa) 100.000 36.788 13.537 4986 1837 671

X����� (min) 0 1 2 3 4 5

(�) K	�	
����
�� ��	 ������� ��� �	 
�
������
 ���
���
� �� ��� �����. 

(�) &�
� �	�� �	
�
���
 
�	 �������	 �� �������

	�;

(�) K���� �
	 ���"���� �
	 �� ���� �	 �!

���� � ��-
�
� �� 200 Pa.

Παλινδροµική ανάλυση

29. ∆ιδακτορικές διατριβές O &��	�	� 25 ������
 ��� 	�
�-
�� ��� �
�	����
��� �
	��
"�� ��� ���������	�
	�� ���� 	�� 

�	�������� ��
����� ��� H.&.A. $-

�� ��
 � �
�� x � 0 	��

��
��� 
�� 	�	���	��� ����
1970-71, � x � 1 
�� 1971-72, �.�.�.

(�) B����� �
	 ��	��
�� �!�
�
� �	�
������
���
�
	 �	 �������	, �	
 
���
�
�� �� ��	�
�� ���
�	��
�	
� 
� ��
	�� 
���	 �� �� �
���	��	 �
	-

�����.

(�) X��

����
���	� ��� �	�
�����
�� �!�
�
�, ��-
��� �
	 ���"���� �
	 ��� 	�
��� ��� �
�	���-
�
��� ������ ��� �	 	��������� 	�� 

�	����-
���� ��
����� �	�� �� 	�	���	��� ���� 2000-01.

(�) Mάθετε γράφοντας B����� ��� ���
� ��� �����	�
�	�
������
���. T
 	��
���
�����
 	���;

30. Eκτίµηση της πληθυσµιακής αύξησης X��

����
�
�� �	
�������	 ��� &��	�	 26 ��� ���
������� ��� �����-

�� ��� &��
���	� ��� N�	� Y�����. $
�� ��
 � �
��
x � 60 	��

��
��� 
�� ���� 1960, � x � 70 
�� 1970,
�.�.�.

(�) B����� �
	 �����
�� �!�
�
� �	�
������
��� �
	
�	 �������	.

(�) X��

����
���	� ��� �	�
�����
�� �!�
�
�,
����� �
	 ���"���� �
	 �� ���� �	 ���
 	�����
 �
�����
��� 
�	 25 ��	������
	.

(�) &�
�� � ���

�� ������ 	�!�
�� ��� �����
���
��� ��������
 	�� ��� �!�
�
� �	�
������
���;

31. Hµιτονοειδής παλινδρόµηση O &��	�	� 27 ����
 �
��� ���

������
��

f(x) � a sin (bx � c) � d

�� 	���"�
	 ��� ���	�
��� ������.

(�) B����� �
	 ��
�����
�� �!�
�
� �	�
������
���
�
	 �	 �������	.

(�) Q	�	������ ��� �!�
�
� ��� "���	��, �����	�

����������
�
�
 �	 a b c �	
 d 
��� ���

�-

���� 	���	
�.

 , , ,

 .
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Πίνακας 25 ∆ιδακτορικές διατριβές ισπανόφωνων Aµερι-
κανών

���� ;��������

1976–77 520
1980–81 460
1984–85 680
1988–89 630
1990–91 730
1991–92 810
1992–93 830

�
��: Y�������� &	
���	� ��� H.&.A., 	�� ����� 
�� ���
�-
�
�� Chronicle of Higher Education, April 28, 1995.

Πίνακας 26 Πληθυσµός της Πολιτείας της Nέας Yόρκης

���� %
����	�� (
����		����)

1960 16,78
1980 17,56
1990 17,99

�
��: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).

Πίνακας 27 Tιµές συναρτήσεως

x f(x)

1 5,82
2 2,08
3 5,98
4 2,00
5 5,98
6 2,08

T

T

T



32. Πετρελαϊκή παραγωγή

(�) B����� �
	 �!�
�
� �	�
������
��� ��

��� ��-
�	������ �
	 �	 �������	 ��� &��	�	 28.

(�) Y������
�� �	�’ ������
� ��� ��
����	 �����-
�	��� (
� ������) ��� �	���	�� � K	�	��� ��
1985.

(�) K���� �
	 ���"���� �
	 �� ���� �	 ���
�
 � �	-
�	�
�� �	�	���� ������	��� ���� 120.000.000 ��-
����.

33. O &��	�	� 29 �	����
 ����
	 ������
�� 
��
���	 �
	
��� �	�	����
� ������
	�.

(�) $
�� ��
 � �
�� x � 0 	��

��
��� 
�� ���� 1900,
� x � 1 
�� 1910, �.�.�. B�
�
 ��� 
��
����� ���
���	�	, "����� �
	 �����
�� �!�
�
� �	�
������-

��� ��� ������ Q � aebx �	
 
���
�
�� �� ��	�
-
�� ��� �	��
�	
� 
�� ��
� 
���	 �� �� �
���	�-
�	 �
	
����� ��� ���������.

(�) K�����	� ���
� ��� �����
��� �!�
�
�� �	�
�-
�����
���, ����� �
	 ���"���� ��� �	�	����-

�� ������
	� �� ���� 1996. &�
�� � ���

�� ���-
��� 	�!�
�� ��� ������
	��� �	�	����
�� 
��
�
����
	 ��� 20�� 	
��	;
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Πίνακας 28 Πετρελαϊκή παραγωγή Kαναδά

���� T���� (
����		����)

1960 27,48
1970 69,95
1990 92,24

�
��: The Statesman’s Yearbook, 129th ed. (London: The
Macmillan Press, Ltd., 1992).

Πίνακας 29 Kατανάλωση ενέργειας

���� K�����
��� Q

1900 1,00
1910 2,01
1920 4,06
1930 8,17
1940 16,44
1950 33,12
1960 66,69
1970 134,29
1980 270,43
1990 544,57
2000 1096,63

T T


