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Εισαγωγή 
 
 
    Στην εργασία αυτή θα διατυπώσουµε βασικές σχέσεις του 
ηλεκτροµαγνητισµού µε τετραδιανύσµατα. Συγκεκριµένα, αφού κάνουµε µια 
αναφορά στην έννοια της µετρικής και του τανυστή, θα θεωρήσουµε 
σωµάτιο(α) σε δοθέν ηλεκτροµαγνητικό πεδίο αλλά και σύστηµα σωµατίων 
και πεδίου. Στη συνέχεια θα ορίσουµε τον τανυστή ενέργειας ορµής και θα 
κλείσουµε µε τα καθυστερηµένα δυναµικά. 
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ΜΕΡΟΣ 1 
 

Τανυστές 
 

 
1.1 Η µετρική 
 
    Στην ειδική σχετικότητα οι συντεταγµένες ενός γεγονότος (event) 
( , , , )ct x y z  µπορούν να θεωρηθούν συνιστώσες ενός «τετραδιανύσµατος» 
(four vector) ενός τετραδιάστατου χώρου  
 
 ctxyzO . 
 
    Στα παρακάτω θα συµβολίζουµε 
 
 0 1 2 3, , ,ct x x x y x z x≡ ≡ ≡ ≡ . 
 
    Θεωρούµε επίσης ότι δίνονται δεκαέξι ποσότητες 
 
 0 1 2 3( , , , )ik ikg g x x x x=  
 
για , 0,1,2,3i k = , µε την ιδιότητα 
 
 ik kig g= . 
 
    Ορίζουµε 
 

 1 ( 1)ik i k
ikg g

g
+= −  

 
όπου g  η ορίζουσα det( )ikg  των ποσοτήτων ikg  θεωρούµενες ως πίνακας 
και ikg  η ελάσσονα ορίζουσα του πίνακα ( )ikg  που προκύπτει αν 
αφαιρέσουµε την i  γραµµή και την k  στήλη. ∆εν είναι δύσκολο να 
αποδειχθεί ότι  
 
 ik kig g=  
 
και 
 kl l

ik ig g δ=  
 
όπου στην τελευταία έχουµε άθροιση στον δείκτη k  κατά τον συνήθη 
συµβολισµό Einstein. Παρατηρούµε δηλαδή, ότι, βλέποντας τον ( )ikg  ως 
πίνακα, αυτός είναι ο αντίστροφος του πίνακα ( )ikg . Οι ποσότητες ikg  
καλούνται µετρική του χώρου 0 1 2 3x x x x

O . 
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    Θεωρώντας δυο γεγονότα να απέχουν απειροστά (µε την έννοια της 
απειροστής διαφοράς των συντεταγµένων τους), ορίζουµε το διάστηµα ds  
µεταξύ τους από την σχέση 
 
 2 i k

ikds g dx dx= . 
 
 
1.2 Η έννοια του τανυστή 
 
1.2.1 Ορισµοί 
 
    Θεωρούµε τις εξισώσεις µετασχηµατισµού συντεταγµένων  
 
 0 1 2 3( , , , )i ix x x x x x=   
 
για 0,1,2,3i =  οι οποίες µπορούν να αντιστραφούν δίνοντας 
 
 0 1 2 3( , , , )i ix x x x x x= . 
 
    Το «αντικείµενο» 
 
 0 1 2 3( , , , )ik ik

lm lmA A x x x x=  
 
και αντίστοιχα 
 
 0 1 2 3( , , , )ik ik

lm lmA A x x x x=  
 
όπου 
 

 
i k p r

ik N ab
lm pr a b l m

x x x xA J A
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

 

 
µε  

 
0 1 2 3

0 1 2 3

( , , , )
( , , , )

x x x xJ
x x x x

∂
=
∂

 

 
καλείται µεικτός τανυστής ανταλλοίωτος τάξης (order) 2, συναλλοίωτος 
τάξης 2 µε βάρος N . Αν 0N =  έχουµε απόλυτο (absolute) τανυστή. Το 
άθροισµα 2 2+  θα καλέσουµε επίσης τάξη (rank) του τανυστή. Οι 
παραπάνω τροποποιούνται µε προφανή τρόπο για οποιαδήποτε τάξη. 
 
    Σαν παράδειγµα τανυστή τάξης 2 µπορούµε να αναφέρουµε την µετρική 

ikg , δεδοµένου ότι 
 

 
l m

ik lmi k

x xg g
x x
∂ ∂

=
∂ ∂

. 
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    Παράδειγµα ανταλλοίωτου τανυστή τάξης 1 είναι το τετραδιάνυσµα idx , 
για το οποίο 
 

 
i

i k
k

xdx dx
x
∂

=
∂

. 

 
    Εύκολα αποδεικνύεται ότι 
 
 2 i k

ikds g dx dx= .  
 
Επίσης εύκολα βλέπουµε ότι 
 
 2det( )ikg g J g= =  

 
i k

ik lm
l m

x xg g
x x
∂ ∂

=
∂ ∂

. 

 
    Οι ποσότητες iu  όπου  
 

 
i

i dxu
ds

=  

 
αποτελούν ανταλλοίωτο τετραδιάνυσµα. Χρήσιµος είναι επίσης ο 
ανταλλοίωτος τανυστής iklmε  τάξης 4 και βάρους 1N = +   όπου 
 
 0123 1ε = +  
 
και 
 

 
1 0123
1 0123

0 .

iklm

iklm
iklm

αρτια µεταθεση του
ε περιττη µεταθεση του

δυο δεικτες ισοι

+
= −



 

 
 
1.2.2 Πράξεις µεταξύ τανυστών 
 
    Ορίσουµε η πρόσθεση δύο τανυστών ,A B  να είναι ο τανυστής C  µε 
 
 ik ik ik

lm lm lmC A B= + . 
 
Ορίζουµε το ευθύ γινόµενο (direct ή outer product) δύο τανυστών ,A B  να 
είναι ο τανυστής C  µε 
 
 ikab ik ab

lmpr lm prC A B=  
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και την πράξη της συστολής (contraction) 
 
 i ik

l lkC A=  
 
όπου, στην τελευταία, αθροίζουµε ως προς το k . 
 
    Έστω τετραδιάνυσµα µε ανταλλοίωτες συνιστώσες iA . Ορίζουµε τις 
συναλλοίωτες (covariant) συνιστώσες iA  από την σχέση 
 
 k

i ikA g A= . 
 
Αποδεικνύεται ότι 
 
 i ik

kA g A= . 
 
    Έστω ,i iA B  τετραδιανύσµατα. Ο αριθµός M  όπου  
 
 2 i i k

i ikM A A g A A= =  
 
καλείται µέτρο του A . Η ποσότητα 
 
 i k k

ik kg A B A B=  
 
καλείται εσωτερικό γινόµενο των ,A B . Κατά συνέπεια τα ,A B  θα 
χαρακτηρίζονται κάθετα αν 
 
 0i k k

ik kg A B A B= = . 
 
Έτσι λοιπόν, αν iA  τετραδιάνυσµα 
 

 
i

i k
k

xA A
x
∂

=
∂

 

 k
i ikA g A=  

 
k

i ki

xA A
x
∂

=
∂

, 

 
και αν ikA  τανυστής 
 
 k lk

i ilA g A=  
 m lm

ik km i km ilA g A g g A= = . 
 
 
1.3 Παραγώγιση – ολοκλήρωση 
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     Στην περίπτωση όπου ikg  σταθερές και ο µετασχηµατισµός 

συντεταγµένων είναι τέτοιος ώστε οι παράγωγοι 
i

j

x
x
∂
∂

 να είναι επίσης 

σταθερές, έχουµε: 
 

 
i

i k
k

xx x
x
∂

=
∂

 

 
δηλαδή το ix  είναι ανταλλοίωτο τετραδιάνυσµα. Κατά συνέπεια το ix  µε  
 
 k

i ikx g x=  
 
είναι συναλλοίωτο τετραδιάνυσµα. 
 
    Μια σηµαντική συνέπεια της αρχικής υπόθεσής µας είναι ότι η παράγωγος 
ενός (απολύτου) τανυστή είναι τανυστής. Συγκεκριµένα αν 
 

 
ik

ab ik
abll

A
B

x
∂

=
∂

 

 
ο ik

ablB  είναι τανυστής. 
 
    Μπορούµε επίσης να µιλήσουµε για ολοκλήρωση και συγκεκριµένα να 
διατυπώσουµε µια γενίκευση του θεωρήµατος της απόκλισης. Ειδικότερα, 
έστω µια υπερεπιφάνεια 
 
 ( , , ), 0,1, 2,3i ix x u v w i= = . 
 
Ορίζουµε 
 

 1
6

i iklm
klmdS dSε= −  

 
όπου 
 

 ( , , )
( , , )

i k l
ikl x x xdS dudvdw

u v w
∂

=
∂

. 

 
Έστω επίσης 
 
 0 1 2 3d dx dx dx dxΩ = . 
 
Τότε 
 

 i i
i iA dS A d

x
∂

= Ω
∂∫ ∫ . 
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    Στην ειδική σχετικότητα 
 

 

1 0 0 0
0 1 0 0

( )
0 0 1 0
0 0 0 1

ikg

 
 − =
 −
  − 

 

 
οπότε 
 
 2 0 2 1 2 2 2 3 2( ) ( ) ( ) ( )i k

ikds g dx dx dx dx dx dx= = − − −  
 
ή ισοδύναµα 
 
 2 2 2 2 2 2ds c dt dx dy dz= − − − . 
 
 

ΜΕΡΟΣ 2 
 

Τανυστές και ηλεκτροµαγνητισµός 
 
 

2.1 Σωµάτιο σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο 
 
2.1.1 Ο µετασχηµατισµός Lorentz 
 
    Ο µετασχηµατισµός Lorentz είναι µετασχηµατισµός συντεταγµένων της 
µορφής 
 
 i i k

kx x= Λ  
 
µε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, 
 

 

1 0 0

1 0 0( )

0 0 1 0
0 0 0 1

i
k

V
c

V
c

γ γ

γ γ

 
 
 
 Λ =  
 
 
 
 

 

 
όπου  

 
2

21 V
c

γ = −  

 
ή µε το γνωστό συµβολισµό 
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2

2 2

2 2

, , ,
1 1

Vt xx Vt cx y y z z t
V V
c c

++
= = = =

− −

. 

 
 
2.1.2 Σωµάτιο σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο 
 
    Η δράση S  σωµατίου σε ηλεκτροµαγνητικό πεδίο δίνεται από την  
 

 
b

i
i

a

eS mcds A dx
c

 = − − 
 ∫  

 
µε  
 ( , )iA φ= A  
 
δηλαδή 
 0 1 2 3, , ,x y zA A A A A A Aφ= = = = . 
 
    Μπορούµε επίσης να γράψουµε 
 

 
2

1

t

t

S Ldt= ∫  

 
µε  

 
2

2
21 v eL mc e

c c
φ= − − + ⋅ −A v  

 
την Λαγκρανζιανή του συστήµατος. 
 
    Όπως είναι γνωστό οι εξισώσεις του τελευταίου είναι οι 
 

 d L L
dt

∂ ∂  = ∂ ∂ v r
 

 
όπου 
 

 , ,L L L L L
x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂
= ≡ ∇ ∂ ∂ ∂ ∂ r

 

 
και όµοια για την /L∂ ∂v . Μετά από πράξεις οι τελευταίες παίρνουν την 
γνωστή µορφή: 
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 d ee
dt c

= + ×
p E v B  

 
όπου 

 
2

21

m
v
c

=

−

vp  

 1
c t

φ∂
= − −∇

∂
AE  

 = ∇×B A . 
 
 
2.1.3 Οι εξισώσεις µε τετραδιανύσµατα 
 
    Μπορούµε όµως να εργαστούµε και µε την S  που δόθηκε αρχικά, µε 
σκοπό την εξαγωγή εξισώσεων µε τετραδιανύσµατα: 
    Ορίζουµε τον τανυστή του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου ikF  
 

 k i
ik i k

A AF
x x

∂ ∂
= −
∂ ∂

. 

 
Κατά τα γνωστά από την κλασσική µηχανική θεωρούµε  
 
 i i ix x xδ→ +  
 
απαιτώντας 
 
 0Sδ = . 
 
    Μετά από πράξεις καταλήγουµε στις 
 

 
i

ik
k

du emc F u
ds c

=  

 
όπου 

 
i

i dxu
ds

=  

 
το τετραδιάνυσµα της ταχύτητας. 
 
    Με τους ορισµούς που δόθηκαν ήδη εύκολα φαίνεται ότι 
 

 

0
0

( )
0

0

x y z

x z y
ik

y z x

z y x

E E E
E B B

F
E B B
E B B

 
 − − =  − −
  − − 
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όπου θεωρήσαµε ότι 
 
 ( , , )x y zE E E=E  
 ( , , )x y zB B B=B . 
 
Συµβολικά επίσης γράφουµε 
 
 ( , )ikF = E B . 
 

Ας σηµειωθεί ότι οι παραπάνω για 1,2,3i =  δίνουν τις d ee
dt c

= + ×
p E v B  και 

για 0i =  την 
 

 .d e
dt
κιν = ⋅E vE  

 
µε  

 
2

. 2

21

mc
v
c

κιν =

−

E . 

 
Όπως σε οποιοδήποτε µηχανικό σύστηµα, µπορούµε να ορίσουµε το 
τετραδιάνυσµα της γενικευµένης ορµής (generalized momentum four vector) 
 

 i i

SP
x
∂

= −
∂

 

 
και εύκολα βλέπουµε ότι 
 

 . ,i e eP
c c

κιν φ+ = + 
 

p AE . 

 
    ∆εδοµένου ότι ( , )iA φ= A  τετραδιάνυσµα, µπορούµε να γράψουµε τον 
µετασχηµατισµό Lorentz γι’ αυτό. Αν 
 
 ( , )iA φ= A  
 ( , )iA φ′ ′= A  
 

 
2 2

2 2

, , ,
1 1

x x

x y y z z

V VA
c cA A A A A
V V
c c

φ φ
φ

′ ′ ′ ′+ Α +
′ ′= = = =

− −

. 

 
Εξάλλου, εφόσον ikF  τανυστής είναι 
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i k

ik ml
m l

x xF F
x x
∂ ∂

=
∂ ∂

 

 
και αν 
 ( , ), ( , )ik ikF F ′ ′= =E B E B  
 
ο τελευταίος «κανόνας µετασχηµατισµού» γράφεται 
 

 
2 2

2 2

, ,
1 1

y z z y

x x y z

V VE B E B
c cE E E E
V V
c c

′ ′ ′ ′+ −
′= = =

− −

 

 
2 2

2 2

, ,
1 1

y z z y

x x y z

V VB E B E
c cB B B B
V V
c c

′ ′ ′ ′− +
′= = =

− −

. 

 
Όπως είναι γνωστό (εξ. Maxwell) 
 

 1
c t
∂

∇× = −
∂
BE  

 0∇ =B . 
 
Οι εξισώσεις αυτές, που µπορεί να θεωρηθεί ότι προκύπτουν από τις 

εκφράσεις 1
c t

φ∂
= − −∇

∂
AE , = ∇×B A , γράφονται και ως εξής: 

 

 0ik kl li
l i k

F F F
x x x

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 

 
(το πρώτο µέλος της τελευταίας είναι αντισυµµετρικός τανυστής και µε 
δεδοµένη την αντισυµµετρικότητα και του ikF  εύκολα φαίνεται ότι οι 
τελευταίες είναι τέσσερις µόνο εξισώσεις). 
    Μια ισοδύναµη µορφή της παραπάνω είναι η 
 

 0iklm lm
k

F
x

ε ∂
=

∂
. 

 
    Στην περίπτωση πολλών σωµατίων η δράση S  δίνεται από την  
 

 
b b

i
i

a a

eS mcds A dx
c

= − −∑ ∑∫ ∫  

 
οπότε οι εξισώσεις για το κάθε σωµάτιο είναι αυτές που προαναφέρθηκαν. 
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2.2 Το σύστηµα «πεδίο + σωµάτια» 
 
    Η τελευταία δίνει τις εξισώσεις του κάθε σωµατίου όταν το πεδίο δίνεται. 
Όταν οι εξισώσεις δεν δίνονται µπορούµε να δούµε το συνολικό σύστηµα 
(πεδίο + σωµάτια) ως ένα µηχανικό σύστηµα µε δράση S  την 
 

 1
16

b b
i ik

i ik
a a

eS mcds A dx F F d
c cπ Ω

= − − − Ω∑ ∑∫ ∫ ∫  

 
όπου το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι σε περιοχή στον τετραδιάστατο χώρο 
και βέβαια, τώρα, 
 
 0 1 2 3

0 1 2 3( , , , , , , , )S S x x x x A A A A= . 
 
    Για την εύρεση των εξισώσεων του συστήµατος θεωρούµε µεταβολή των 
γενικευµένων συντεταγµένων για την οποία 
 
 0Sδ = . 
 
    Πιο συγκεκριµένα, αφού τις εξισώσεις των σωµατιδίων τις έχουµε 
προσδιορίσει, θεωρούµε την δράση που προκύπτει αν κρατήσουµε τους δύο 
τελευταίους όρους της παραπάνω, δηλαδή, 
 

 1
16

b
i ik

i ik
a

eS A dx F F d
c cπ Ω

= − − Ω∑∫ ∫  

 
που µπορεί να γραφεί 
 

 2

1 1
16

i ik
i ikS A j d F F d

c cπΩ Ω

= − Ω− Ω∫ ∫  

 
όπου 

 
i

i dxj
dt

ρ=  

 
το τετραδιάνυσµα του ρεύµατος (current four vector) µε ρ  την πυκνότητα 
φορτίου. Είναι ( , )ij cρ= j . 
    Στην τελευταία έχουµε 0 1 2 3( , , , )S S A A A A=  (το ij  θεωρείται γνωστό) 
οπότε απαιτούµε 0Sδ =  για i i iA A Aδ→ +  καταλήγοντας στις εξισώσεις 
του πεδίου 
 

 4ik
i

k

F j
x c

π∂
= −

∂
. 

 
∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι οι τελευταίες δίνουν τις 
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 1 4
c t c

π∂
∇× = +

∂
EB j  

 4πρ∇ =E . 
 
Από τις εξισώσεις πεδίου προκύπτει και η εξίσωση της συνέχειας 

 0i
i j

x
∂

=
∂

. 

 
 
2.3 Ο τανυστής ενέργειας – ορµής 
 
    Έστω σύστηµα µε δράση 
 

 1S d
c Ω

= Λ Ω∫ . 

 
Έστω, επίσης, Sδ  η µεταβολή της S  όταν 
 
 ik ik ikg g gδ→ + . 
 
Τότε,  

 1
2

ik
ikS T g d

c
δ δ

Ω

= − Ω∫ . 

 
Οι ποσότητες  
 
 0 1 2 3( , , , )ik ikT T x x x x=  
 
για τις οποίες ik kiT T=  αποτελούν τον τανυστή ενέργειας ορµής του 
συστήµατος. Το τετραδιάνυσµα iP  όπου 
 

 1i ik
kP T dS

c
= ∫  

 
καλείται τετραδιάνυσµα της ορµής του συστήµατος. Ο τανυστής ikM  όπου 
 

 1( ) ( )ik i k k i i kl k il
lM x dP x dP x T x T dS

c
= − = −∫ ∫  

 
καλείται τανυστής της στροφορµής του συστήµατος.  
    Μπορούµε να γράψουµε 
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 11 12 13

21 22 23

31 32 33

( )

x y z

xik

y

z

W S c S c S c
S c

T
S c
S c

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

 
 
 =
 
  
 

. 

 
 
2.3.1 Ο τανυστής ενέργειας ορµής για συστήµατα ηλεκτροµαγνητικού 
πεδίο και σωµατίων 
 
    Στην περίπτωση που έχουµε ελεύθερα σωµατίδια 
 

 
b

a

S mcds= −∑∫  

 
βρίσκουµε ότι 
 

 ik i k dsT cu u
dt

µ=  

 
όπου 
 ( )a amµ δ= −∑ r r  

 
i

i dxu
ds

= . 

 
    Μια σηµαντική σχέση είναι η 
 

 0
ik

k

T
x

∂
=

∂
. 

 
Για τον ikM  που ήδη ορίσαµε 
 
 ( )ik i k k i

a a a a
a

M x p x p= −∑  

 
µε  

 ,i ip mcu
c

 = =  
 

pE  

 
 i i

a
a

P p=∑  

και 
 00

a
a

T dV ολ= =∑∫ E E  

 
µε 
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2

2

21

a
a

a

m c
v
c

=

−

E . 

 
    Στην περίπτωση ηλεκτροµαγνητικού πεδίου 
 

 1
16

ik
ikS F F d

cπ
= − Ω∫  

 
είναι 

 1 1( )
4 4

ik il k ik lm
l lmT F F g F F

π
= − + . 

 
Αν 
 ( , , )x y zS S S=S  
είναι 

 
4
c
π

= ×S E B . 

 
Φυσικά ισχύει η γνωστή σχέση 
 

 0
ik

k

T
x

∂
=

∂
. 

 
Με τον προηγούµενο ορισµό 
 

 
2 2

00

8
E BT W

π
+

= =  

 

 0 01
4

l
lT F Fα α

π
= −  

 
οι οποίες συγκροτούν την ποσότητα / cS . 
    Έχουµε λοιπόν 
 

 ( )

x y z

xik

y

z

W S c S c S c
S c

T
S c
S c

αβσ

 
 
 =
 
  
 

 

 
όπου 
 

 2 21 1[ ( )]
4 2

E E B B E Bαβ α β α βσ
π

= − − + +  
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ο οποίος καλείται τανυστής ηλεκτροµαγνητικής τάσης του Maxwell 
(Maxwell stress tensor). 
 
    Στην περίπτωση που έχουµε σωµάτια και ηλεκτροµαγνητικό πεδίο θα 
είναι 
 
 ( ) ( )ik p ik f ikT T T= +  
 
όπου ( )p ikT  ο τανυστής των σωµατίων και ( )f ikT  ο τανυστής του πεδίου. 
    Και πάλι 
 

 
( ) ( )

0
ik p ik f ik

k k k

T T T
x x x

∂ ∂ ∂
= + =

∂ ∂ ∂
. 

 
Η σχέση αυτή για 0i =  δίνει την 
 

 
2 2

8 a
aV

E B dV d
t π
 ∂ +

+ = − ∂  
∑∫ ∫ S fE  

 
και για 1,2,3i =   
 

 ( )
2

f
a

aV

Sd dV p df
dt c

αβα
α βσ

 
+ = − 

 
∑∫ ∫  

 
όπου 1, 2,3α =  και το a  τρέχει στα σωµάτια. Από τα παραπάνω έχουµε και 
την ερµηνεία του αβσ : είναι το ποσό της α  συνιστώσας της ορµής που 
περνά ανά µονάδα χρόνου διαµέσου µοναδιαίας επιφάνειας κάθετης στον 
άξονα xβ . 
 
 
2.4 Το πεδίο που οφείλεται σε φορτίο κινούµενο µε σταθερή ταχύτητα 
 
    Σαν εφαρµογή µπορούµε να υπολογίσουµε το πεδίο που οφείλεται σε 
κινούµενο µε σταθερή ταχύτητα V  φορτίο. 
    Έστω K ′  το σύστηµα συντεταγµένων που είναι ακίνητο προς το φορτίο. 
Κατά συνέπεια κινείται µε V  σταθερή ως προς το σύστηµα συντεταγµένων 
K  του εργαστηρίου. Στο K ′  έχουµε ηλεκτροστατικό πεδίο, άρα 
 
 0′ =A  

 e
R

φ′ =
′
 

 
όπου  
 2 2 2 2R x y z′ ′ ′ ′= + + . 
 
Αν ,φ A  το πεδίο στο K , από τον µετασχηµατισµό Lorentz 
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2 2

2 2

, , ,
1 1

x x

x y y z z

V VA
c cA A A A A
V V
c c

φ φ
φ

′ ′ ′ ′+ Α +
′ ′= = = =

− −

 

 
και φυσικά  
 

 
2

2

, ,
1

x Vtx y y z z
V
c

−′ ′ ′= = =

−

. 

 
Είναι ζήτηµα πράξεων για να δούµε από τις παραπάνω ότι 
 

 e
R

φ ∗=  

 
µε 

 
2

2 2 2 2
2( ) 1 ( )VR x Vt y z

c
∗  
= − + − + 

 
 

 
και 

 e
c cR

φ ∗= =
V VA  

 
όπου, στα παραπάνω ( , , , )x y z tφ φ=  και ( , , , )x y z t=A A . Τέλος από τα 
δυναµικά αυτά βρίσκουµε ότι 
 

 
2

2 31 V e
c R∗

 
= − 
 

RE  

 1
c

= ×B V E . 

 
 
2.5 Η κυµατική εξίσωση 
 
    Στην περίπτωση του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου χωρίς φορτία 
 
 ik

ikS F F d
Ω

= Ω∫  

 
οι εξισώσεις του πεδίου παίρνουν την µορφή  
 

 0
ik

k

F
x

∂
=

∂
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και µαζί µε τις  
 

 0iklm lm
k

F
x

ε ∂
=

∂
 

 
είναι ισοδύναµες µε τις 
 
 0∇ =E  
 0∇ =B  

 1
c t
∂

∇× = −
∂
BE  

 1
c t
∂

∇× =
∂
EB . 

 
    Τα ,E B  ικανοποιούν την κυµατική εξίσωση 
 
 0=E  
 0=B  
 
όπου 

 
2

2 2

1
c t

∂
= ∆ −

∂
. 

 
Είναι φανερό ότι 
 

 
2 2

ik
i i k

i

g
x x x x
∂ ∂

= − = −
∂ ∂ ∂ ∂

 

 
και το τετραδιάνυσµα iA  ικανοποιεί την  
 

 
2 i k

kl
k l k

i

A Ag
x x x x
∂ ∂

− = −
∂ ∂ ∂ ∂

. 

 
Αν θεωρήσουµε δεδοµένη την βαθµίδα Lorentz 
 

 0
k

k

A
x
∂

=
∂

 

 
η παραπάνω γράφεται 
 

 
2

0
i

kl
k l

Ag
x x
∂

− =
∂ ∂

 

 
που είναι ισοδύναµη µε τις 
 
 0, 0φ = =A . 
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2.6 Καθυστερηµένα δυναµικά 
 
    Στην περίπτωση που έχουµε πεδίο µε φορτισµένα σωµάτια, και 
υποθέσουµε ότι ισχύει η βαθµίδα Lorentz, οι εξισώσεις του πεδίου 
γράφονται: 
 

 
2 4i

i
k

k

A j
x x c

π∂
=

∂ ∂
 

 
οι οποίες είναι ισοδύναµες των 
 

 4
c
π

= −A j  

 4φ πρ= −  
 
λύσεις των οποίων είναι οι 
 

 0
1 ( , / )t R c dV
c R

′ − ′= +∫
j rA A  

 

 0
( , / )t R c dV

R
ρφ φ

′ − ′= +∫
r  

 
όπου dV dx dy dz′ ′ ′ ′= , R ′= −r r , ( , )t=A A r , ( , )tφ φ= r . 
 
    Στην περίπτωση ενός σωµατίου τροχιάς 0 ( )t=r r  είναι 
 

 ( , ) ( ) ( )( )

et t tR t
c

φ = ′ ′
′ −

r v R  

 ( )( , )
( ) ( )( )

e tt
t tc R t

c

′
=

′ ′ ′ −  

vA r
v R

 

 
όπου ( ) ( / )( )t d dt t′ ′ ′=v r , 0( ) ( )t t′ ′= −R r r  και 
 

 ( )R tt t
c
′

′ = − . 

 
Τα τελευταία καλούνται δυναµικά Liénard – Wiechert. 
 
 
2.6.1 Εφαρµογή: παραγωγή των δυναµικών Liénard – Wiechert 
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    Αρχικά ορίζουµε το τετραδιάνυσµα 
 
 ( ( ), ( ))iR c t t t′ ′= − R   
 
όπου 
 0( ) ( )t t′ ′= −R r r . 
 
Εύκολα φαίνεται ότι η σχέση 
 

 ( )R tt t
c
′

′ + =  

 
γράφεται 
 0i

iR R = . (1) 
 
Στη συνέχεια θεωρούµε σύστηµα αναφοράς K  που κινείται µε 
 
 ( ) .t σταθ′ =v  
 
ως προς το K  (αυτό στο οποίο θέλουµε να υπολογίσουµε τα ,φ A ). Τότε 
 
 ( ) 0t′ =v . 
 
Στο K  προφανώς 
 

 , 0
( )
e

R t
φ = =

′
A  (2) 

 
µε την (1) να γράφεται  
 
 0i

iR R =  
 
µε  
 ( ( ), ( ))iR c t t t′ ′= − R  
 
δηλαδή 

 ( )R tt t
c
′

′ + = . (3) 

 
Λόγω της (3) οι (2) γράφονται 
 

 , 0
( )

e
c t t

φ = =
′−

A . (4) 

 
Σε αυτό το σηµείο παρατηρούµε ότι οι (4) γράφονται  
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i

i
k

k

uA e
R u

=  

 
όπου  

 
2 2

2 2

1 ,
1 1

iu
v vc
c c

 
 
 =
 

− − 
 

v . 

 
Συνεπώς 

 
i

i
k

k

uA e
R u

=  

 
που δίνει τα δυναµικά Liénard-Wiechert. 
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